E. COUSQUER HISTOIRE DU CONCEPT DE NOMBRE

LES DEBUTS DE LA NUMERATION MODERNE
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1 LliInde

La civilisation indienne est ancienne et ses débuts datent de deux mille ans
avant notre ére. C’est dans le nord de I'Inde aux environs du cinquieme siecle
de notre ére qu’est né I'ancétre de notre systéme de numération et qu'ont été
établies les bases du calcul écrit que nous connaissons aujourd’hui. En effet, notre
expression chiffres arabes est trompeuse au niveau historique. S’il est certain que
nous devons aux Arabes la connaissance de ce systeme de numeération, eux-mémes
I'avaient repris aux Indiens. Au début du siécle, certains historiens des sciences
prétendaient que les Indiens l'auraient recu des Grecs. Aujourd’hui, plus personne
ne croit ces affirmations, et des témoignages précis d’auteurs de Syrie (en 662) et
de Chine (en 718) attestent I'origine indienne de cette numération.

Les premiéres traces d’activité mathémat{§ee trouvent dans des hymnes li-
turgiques de mille cing cents ans avant notre ére. On y trouve des éléments géomé-
triques nécessaires a la construction d’édifices religieux. Les débuts des mathéma-
tigues indiennes datent de huit cents ans avant notre ére. L'apogée de leurs travaux

larticles deMazars I'lnde dansLe matin des mathématiciersintroduction & I'histoire des
mathématiques indienndgnsD’ Imhotepa Copernic.
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se situent aux alentours des années 1200. Depuis envi@indes échanges entre

la Gréce, la Mésopotamie et I'Inde avaient fait connaitre aux Indiens les travaux
des savants de Grece et du Moyen-Orient. Cette tradition mathématique est tres
discontinue et les historiens ont de grandes difficultés a dater certains textes. Les
plus anciens textes sont des livres de régles en vers, appelés Sulvasutras (régle de
la corde), entre 800 et 200 avant notre ere. On y trouve I'équivalent du théoréme
de Pythagore le calcul dey/2, certaines figures réguliéres, un calcul de l'aire du
cercle.

Ensuite les Indiens ont développé des systemes d’astronomie, les Siddhan-
tas, probablement sur la base de sources grecques et mésopotamiennes. Jusqu’au
cinquiéme siécle, le méridien de référence est celui d’Alexandrie ; ensuite, c’est
celui d’'une ville indienne. La valeur de utilisée est celle donnée pRtolémée
(7 ~ %Z)g = 3;8,30). A cette époque sont établies les premiéres tables de sinus.

Les mathématiciens indiens les plus connus gagabhataet Brahmagupta
au sixieme sieécleAryabhatapublie des ouvrages en vers de mathématiques et
d’astronomie. Par exemple, on connait un ouvrage de 123 vers qui fournissent des
regles de calcul, tantét justes, tantot fausses sur des aires et des volumes, sur des
progressions géométriques et sur la trigonométrie sphéiyabmaguptgublie
un ouvrage d’algébre ou il fournit des solutions d’équations du troisieme degré,
utilise des racines négatives d’équations, considere le zéro comme un nombre et
donne la régle des signes. Pour lui les quantités irrationnelles sont des nombres.
Il étudie les triplets pythagoriciens et certaines équations diophantiennes. Il fait
usage de lettres pour représenter des inconnues. Un siécle pluBhaskara
montre qu’une quantit¢ doit étre considérée comme infinie. Il étudie des équa-
tions linéaires, quadratiques, déterminées et indéterminées.

C’est a une lignée de savants et de calculateurs indiens que nous devons I'in-
vention de la numération moderne. Contrairement aux Grecs, ces savants indiens
étaient tournés vers les applications et se passionnerent pour les grands nombres et
le calcul numérique. Nous emprunterons au livre de Gedf@&ﬂ ainsi qu’au
livre de Geneviévesuiteld le récit des découvertes des savants indiens. Cepen-
dant, comme nous le rappelle Pierre SylinHiozatﬁ], beaucoup des éléments
données ci-dessous doivent étre présentés comme des hypotheses plausibles car
les problemes historiques posés par les documents qui nous sont parvenus ne sont
pas résolus.

2 es chiffres ou I'histoire d’une grande invention

SHistoire des numérations écrites

4Les incertitudes de I'histoire de la numération indienBelletin APMEP numéro 398 avril-
mai 1995.
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1.1 Les numérations indiennes

On connait des traces écrites des anciennes numerations utilisées depuis le
cinquieme siécle avant notre ere. Ce systeme a base décimale attribuait un sym-
bole a chacune des unités, des dizaines, des centaines, des milliers, des dizaines
de milliers suivant le méme principe que la numération grecque et était donc li-
mité pour écrire les grands nombres qui passionnaient les astronomes. Cependant
les symboles employés pour écrire les nombres de un a neuf, détachés de toute
représentation graphique de ces nombres préfigurent les futurs chiffres indiens.

Une notation en toutes lettres

Pour pouvoir représenter des grands nombres, on eut I'idée de donner un nom
aux différentes puissances de dix et de composer suivant un principe multiplicatif
en exprimant d’abord les unités. Un nombre 7 953 s’exprimait donc sous la forme
3;510; 9 100; 7 1000. Contrairement a notre systeme actuel, les noms pour
10000, 100000 et 1 000 000 n'ont aucun rapport entre eux et avec 1000. Il n'y a
pas usage d’'une base auxiliaire comme mille ou la myriade. Il suffisait d’'une liste
de noms de puissances suffisamment longue pour dire des trés grands nombres.
Ces nombres figurent dans des textes célebres concernant Bouddha (un autre texte
célébre concernant les grands nombres utilise une progression géométrique de
raison 7). Ceci montre que l'usage des nombres n’était pas limité aux besoins du
commerce ; les spéculations mystiques sur les trés grands nombres faisaient partie
de la culture bouddhique et furent aussi transmises en méme temps que les aspects
religieux a d’autres peuples de la région.

L'intérét majeur de cette utilisation d’une liste de puissances de dix est que
I’évolution vers une numération de position est naturelle, a titre d’abréviation. Par
la force de I'habitude, comme les puissances de dix était toujours énoncées dans
I'ordre croissant, les mathématiciens et astronomes indiens prirent I'habitude de
ne plus nommer les puissances de dix successives. Notre nombre 7 953 s’énoncait
donc 3;5; 9; 7. En opérant cette simplification, ils étaient passés a une numéra-
tion orale de position.

Bien sdr, a ce moment le probléeme d'une place manquante dans la chaine
des puissances de dix est posé. Les savants indiens résolurent le probléme en
prononcgant le mot «vide» a chaque fois qu’'une puissance de dix manquait. On
trouve par exemple le nombre 13 107 200 000 écrit sous la forme vide ; vide ; vide ;
vide ; vide ; deux ; sept; vide ; un; trois ; un. Nous sommes donc en présence d’'une
véritable numération orale de position; les Indiens ont été le seul peuple a inventer
une telle numération orale.

Les Indiens avaient donc redécouvert le zéro des anciens Babyloniens et des
Grecs de la période alexandrine. lls avaient a leur disposition tous les éléments qui
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allaient les conduire a lI'invention de la numération écrite moderne. Pour 'instant
le principe en était découvert, mais il ne portait que sur des mots.

Des mathématiques en vers

Pour ne pas avoir a répéter plusieurs fois dans un méme nombre le méme mot,
ils définirent des équivalents, en puisant dans la nature, la cosmologie et dans
les associations d'idées traditionnelles dans leur civilisation. Par exemple pour
équivalent a un, ils pouvaient employer le premier pére (Brahman), le commen-
cement, le corps, un des mots signifiant la terre ou la lune. Pour signifier deux, ils
pouvaient employer les dieux jumeaux, le couple primordial, des mots désignant
des couples ou des jumeaux, les yeux, les bras, les chevilles, les ailes.

Les auteurs et savants indiens utilisaient ces équivalents pour présenter leurs
données numériques sous forme de poeme facile & mémoriser. Le calculateur ré-
citait donc des vers pour poser des chiffres lors des opérations. Ce systeme avait
I'avantage de pouvoir conserver en mémoire de fagon slre des nombres, en évitant
les erreurs dues aux graphies souvent défectueuses, la forme des chiffres variant
souvent d’une région a l'autre.

1.2 Des virtuoses du calcul

Les arithméticiens indiens calculaient trés bien et leur virtuosité dans le do-
maine du calcul faisait I'admiration des étrangers qui venaient a connaitre leurs
travaux. Comme les savants du monde grec, les limites de leur numération les
avaient conduits a utiliser I'abaque ou planche a compter. Il s’agit d’'une abaque a
colonnes tracées sur du sable fin, la premiére colonne a droite associée aux unités,
la deuxieme aux dizaines, etc. Au lieu d’utiliser des cailloux ou des jetons placés
sur ces colonnes, les Indiens tragaient dans le sable les chiffres de un a neuf. Vu
la disposition des colonnes, notre nombre 7 953 s’écrivait donc maintenant 7; 9;
5; 3. Lorsqu’une puissance de dix manquait, il suffisait de laisser vide la colonne
correspondanf® C’est la I'origine de la numération décimale de position.

Pour opérer des multiplications, des chiffres étaient introduits progressivement
en remplacement de chiffres effacés au cours des étapes du calcul. Cette maniére
de calculer était longue et nécessitait des opérateurs une attention soutenue et
beaucoup d’entrainement. De plus, a cause de I'effacement des résultats intermé-
diaires, les erreurs étaient difficiles a déceler.

Le mieux est de donner un exemple. Soit a multiglit par567. Les nombres
sont disposés sur I'abaque de la facon suivante, afin que les produits effectués
ultérieurement soient placés dans les bonnes colonnes :

S\oir les livres deColette Guitel, Ifrah et Menningerpour trouver une iconographie.
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2 3 4
5 6 7

Le principe est de faire d’abord tous les calculs avex; kn faisant apparaitre les
résultats intermédiaires sur la premiére ligne. Calcu! deb :

10 2 3 4
5

Calcul de2 x 6

donc étre utilisée :

—_
w
=~
w
=~

On déplace le nombre de la deuxieme ligne pour le mettre en bonne position pour
effectuer les calculs avec le chiffsedu premier nombre :

113 4 3 4
5 6 7

On effectued x 5

On effectue3 x 6
1 302 3 4

56 7
On effectue3 x 7 et on constate que la place 8ldlevient disponible :

1 3041 4
5 6 7

On déplace le deuxieme nombre pour effectuer les calculs aveduepremier
nombre :

1 3 0 4 1 4
56 7

On calculed x 5
1 3 2 4 1 4
5 6 7

On calculed x 6
1 3 2 6 5 4
5 6 7
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On calculed x 7 et on constate que la place dulans le premier nombre devient
disponible. Le calcul est fini. Le résultat est inscrit sur la premiere ligne.

1 326 78

5 6 7

Ce calcul sur abaque, avec la disposition de chiffres en colonnes permit de penser a
utiliser par écrit la méme disposition que sur I'abaque et faire intervenir les mémes
principes de numération que ceux utilisés a l'oral. Ce pas fut franchi lorsqu’ils
commencerent a noter les entiers, aux variations de la forme des chiffres prés, de
la maniere que nous utilisons encore aujourd’hui. Cette inversion de la direction
de I'écriture des nombres s’est opérée vers le cinquieme siecle. C’est la I'origine
de notre notation des nombres.

Parallelement, ils commencerent a développer des techniques de calcul écrit
particulierement efficaces. Pour les multiplications, ils développérent un procédé
par grillage ou tableau qui sera transmis aux Arabes et par eux, arrivera en Eu-
rope sous le nom de multiplication par jalousie. Cette méthode avait I'avantage de
laisser apparents les résultats intermédiaires et d’étre relativement sdre et plus
facile que les techniques précédentes. Cela permettra une démocratisation des
techniques de calcul, jusque la confinées au sein d’une caste trés privilégiée. Re-
prenons I'exemple précédent. Les deux nombres sont inscrits dans une grille, le
premier234 horizontalement, le secorid7 verticalement. Dans une case, nous
inscrivons le produit du chiffre de la colonne par le chiffre de la ligne, en ins-
crivant les dizaines dans le coin supérieur gauche de la case et les unités dans le
bord inférieur droit. Un coup d’oeil et un instant de réflexion permettent de com-

2 3 4
1 L./ |=
“ol~ 5| 6|5
1 1 2
3178l 7 4l 6

. G 2

1 3 2 |s |7 |8

prendre que le chiffre des unités est dans le bord inférieur droit du tableau, que
les dizaines sont dans une paralléle a la diagonale, de méme pour les centaines
etc. Il suffit d’additionner les chiffres de ces lignes en biais, en tenant compte des
retenues éventuelles :
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1.3 L'évolution du zéro et les calculs sur les négatifs

A la fin du sixiéme siécle une évolution importante eut lieu pour la premiére
fois dans I'histoire. Jusque la, le symbole du ﬁa\yait toujours eu pour seule
signification une place vide. Il s’enrichit alors de la signification rien et devint un
nombre comme un autre, ce qui est un pas conceptuel important.

En 628, un mathématicien nomrBéahmaguptaenseigna dans un ouvrage
la facon de faire les opérations addition, soustraction, multiplication, division,
élévation aux puissances et extraction de racines sur ce qu'il appelait les biens, les
dettes et le néant, c’est a dire les nombres positifs, négatifs ou nul. Il en exprimait
ainsi une des reglesUne dette retranchée du néant devient un bien, et un bien
retranché du néant devient une dettéavait inventé la la regle des signes. Cela
a permis le développement de I'algébre chez les Indiens qui donnaient un nom a
'inconnue et a son carrBrahmaguptanonca aussi la facon d’écrire les solutions
des équations du second degré.

Suivant les auteurs, les nombres négatifs n’étaient pas toujours acceptés comme
solutions d’équations. Par contre, les mathématiciens indiens travaillaient libre-
ment avec des nombres irrationnels, sans se poser de questions sur la nature de
ces nombres. Par exemple, ils écrivaient des égalités qui revenaient a utiliser une

formule :v/a + Vb = \/(a+ b) + 2v/ab.

Les savants indiens ont adopté une notation pour les fractions qui par exemple
superpose 3 et 4 sans barre de fractquur écrire la fractionz-. lIs utilisaient
les fractions sexagésimales en astronomie. lls ont utilisé les débuts de fractions
continues pour résoudre des problémes.

On a pu juger de I'apport considérable des Indiens dans le domaine de la nu-
mération et des techniques de calcul. Par contre, les savants indiens ont peu fait
progresser I'astronomie et la trigopnométrie par rapp&taéemeéemis a part I'in-
vention de l'usage du sinus et le perfectionnement des tables. Les mathématiques
indiennes ont commencé a décliner apres 1200.

2 La civilisation arabe

On sait que la religion de l'lslam a été fondée pahometen Arabie, chez
des tribus arabes. L'ere musulmane débute a la fuite en 622atilemeta Me-
dine.Mahometmourra en 632 a la Mecque et ses continuateurs se lancent dans la
conquéte du Moyen et du Proche-Orient. Cette expansion dure jusqu’au milieu du
huitiéme siécle et s’arrétera en Inde, en Espagne et a Constantinople. Cetimmense
empire ne tarde pas a éclater entre diverses féodalités, mais conserve une unité lin-

SFilloziat, Le triomphe du zérdans Comptes et Iégendesvue de I'Unesco.

MATHEMATIQUES INDIENNES ET ARABES 7



E. COUSQUER HISTOIRE DU CONCEPT DE NOMBRE

guistique et religieuse. Les peuples dominés adoptent majoritairement la religion
musulmane, mais certaines minorités linguistiques et religieuses sont tolérées.

Un contresens est souvent fait a propos des mathématiques arabes. On y voit
parfois un simple transfert des mathématiques grecques vers I'Europe. C’est ou-
blier qu’au moment de la conquéte arabe, il n’y avait plus de mathématique vi-
vante dans I'empire byzanflhDes manuscrits se trouvaient dans des monastéres
et seule une tradition de commentaires de ces manuscrits subsistait. La conquéte
arabe apporte une profonde transformation culturelle et religieuse dans I'ancienne
grande Greéce. Les populations changent de langue et de religion majoritairement.
On désigne par mathématiques arglansemble des travaux produits dans cette
aire géographique et publiés en arabe, parfois par des savants d’autres origines.

Lors des premiéres conquétes, des bibliotheques sont détruites, en particulier
celle d’Alexandrie est mise a sac (pour la deuxieme fois, aprés la premiére des-
truction sous l'influence des chrétieﬁls)f:ette période de fanatisme destructeur
ne dure pas et trés vite les souverains arabes encouragent le renouveau scientifique
et la recherche systématique d’anciens manuscrits grecs ou d’autres cultures. Des
traductions des ceuvres scientifiques et philosophiques de I'Antiquité sont faites,
alors que le grec est encore connu et pratigué comme langue savante dans la ré-
gion. Il faut souligner que la nécessité de traduire des textes institutionnels et
administratifs avait conduit a des recherches linguistiques en arabe tout a fait re-
marquablel Le développement des relations commerciales avec I'ensemble du
monde connu favorise aussi les échanges scientifiques.

A la fin du huitiéme siécle, de nombreux savants se regroupent & BHpuiad
un observatoire et plusieurs bibliotheques sont créées. Des écoles scientifiques et
philosophiques se développent. Le centre le plus cbhiatMaison de la sagesse
héberge des traducteurs et des savants. Le premier grand philosopheAarabe,
Khindi, mort en 873 connait bien la science et la philosophie grecque, s’intéresse a
I'astronomie indienne avec I'arrivée de savants indiens a I'observatoire de Bagdad
et traduit des ceuvres indiennes d’astronomie. Il publie la premiére description en
arabe de I'arithmétique indienne.

"Caveing D’Alexandrie & ByzancalansNoél Le matin des mathématiciens...

8Rashed D’Alexandrie & BagdaddansNoé&l Le matin des mathématiciens...

9Cette anecdote a été publiée par des historiens arabes importants, éddnaé-Latif al
Baghdadi lbn al Ibri, Abu al-FidaetIbn al Qifti. Voir article deDjebbar cité ensuite.

10 Djebbar, Le phénoméne de la traduction et son réle dans le développement scientifique en
pays d’Islam

11 'age d’'or de Bagdad.es cahiers de Science&Vie février 1998.

2Tous les savoirs du mondattp ://www.bnf.friweb-bnf/pedagos/dossitsm/islam.htm
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2.1 Assimilation de I'Antiquité grecque

Les ceuvres des mathématiciens grecs sont traduites, et parallelement, on dé-
veloppe une terminologie scientifique en arabe. En moins d’un siecle et demi, les
ceuvres dEuclide Archimede Apollonius Héron PtoléméeDiophantesont tra-
duites en arabe, parfois, comme Féments d’Euclidgplusieurs fois. C’est quel-
guefois par ces traductions ara@que certaines ceuvres grecques sont parvenues
jusqu’a nous. Il faut souligner que ces traductions sont I'ceuvre de savants inven-
tifs qui publient une traduction souvent apres un travail d’approfondissement de
I'ceuvre grecque. Cela permet d’éviter les contresens mathématiques, mais ne ga-
rantit pas, en dépit des nombreux débats sur la traduction parmi ces savants, contre
une relecture de I'ceuvre grecque a la lumiére des mathématiques de I'époque.
D’une fagon générale, il s'agit plutét d’une traduction critique accompagnée de
nombreux commentaires.

En méme temps, les Arabes s’intéressent aux autres traditions scientifiques de
I'Inde et du Moyen-Orient. Les ceuvres arabes comportent beaucoup de problemes
concrets, de constructions de batiments, de commerce, de finance, de parts d’hé-
ritage et surtout d’astronomie. Les Arabes disposent de meilleurs instruments et
donc recherchent une plus grande précision dans les calculs numériques.

Développement scientifique

Il'y a donc une premiére période d’'assimilation de I'néritage [Htet de la
culture orientale. Les ceuvres arabes comportent des problémes de calcul numé-
rique, de méthodes d’approximation, d’algebre, de géométrie et de trigopnométrie.
La grande différence avec les traditions mésopotamiennes et indiennes est la vo-
lonté de trouver des regles générales et de les démontrer, au lieu de se contenter
de cas particuliers. Les Arabes développent des théories. Dans les commentaires
d’Euclide ils remplacent la théorie des proportionEddoxepar une théorie avec
un concept de nombre réel plus large que le concept de nombre des Grecs. Le style
des ouvrages differe de celui des Indiens. Les sujets des ouvrages font I'objet d’'un
classement systématique et ils comportent beaucoup de problémes. Des démons-
trations sont données.

A partir de cette assimilation des traditions antérieures, un développement
scientifique autonome va aboutir au développement de branches de mathéma-
tiques nouvelle@. Le développement des sciences dans les pays arabes jouera
un réle essentiel quelques siecles plus tard pour la renaissance scientifique euro-
péenne qui se fera au contact avec les scientifiques arabes d’Espagne et de Sicile.

3Traducteurs et savants de rengines cahiers de Science&Vie février 1998.
14Des savoirs hiérarchiséges cahiers de Science&Vie février 1998.
Byoir Youschkevitckt Rashecet égalemenbahan-Dalmedico
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2.2 Lapropagation du systeme décimal de position

Le premier mathématicien arabe importantastK HWARIZM1 qui vécut de
780 a 850. Notre mot algorithme est une déformation de son nom. Il publia des ou-
vrages d’astronomie, de géographie, d’arithmétique, d’algébre et sur le calendrier.
Ses ouvrages d’arithmétigue et d’algébre ont exercé une influence considérable
sur le développement ultérieur des mathématiques.

L'ouvrage dAL-KHWARIZMI sur I'arithmétique est le premier exposé systé-
matique sur le systéme décimal de position et sur les opérations a l'aide de cette
notation des nombres. Le seul manuscrit connu est une traduction latine partielle
de cet ouvrage. Par ailleurs, trois ouvrages qui en sont trés proches sont parvenus
jusqu’a nous : ldLiber algorismide Jearde Séville(1153) et undntroduction
d’Algorisme a l'art de I'astronomig1143), ainsi qu’un ouvrage arabe de I'an
1000Livre donnant toutes les connaissances sur I'arithmétique indidmmétre
probable de I'ouvrage dlL-KHWARIzZMI estLivre de I'addition et de la sous-
traction d’aprés le calcul des Indiens

Nous avons décidé d’exposer la maniere de compter des Indiens a
I'aide de 9 caractéres et de montrer comment, grace a leur simplicité
et leur concision, ces caracteres peuvent exprimer tous les nombres.
Nous faciliterons ainsi la tache de celui qui veut apprendre I'arith-
métique, c’est a dire aussi bien les grands nombres que les petits et
tout ce qui s’y rapporte : la multiplication, la division, mais aussi
I'addition et la soustraction, etc.

Il faut remarquer que dans la traduction latine parvenue jusqu’a nous, les chiffres
ne figurent pas et sont remplacés par des blancs, mais le texte est lisible car les
nombres sont aussi écrits en toutes lettres. Les procédés de calcul pour I'addition,
la soustraction, la duplication, la multiplication, la médiation, la division sont ex-
posés a l'aide de la méthode de calcul sur tablette avec effacement de résultats
intermédiaires. Le procédé de doublement figure-t-il a titre de vestige des tech-
niques antiques, ou pour les besoins des calculs d’extraction de racines ? On ne
sait.

On ne connait pas la forme des chiffres qui figuraient dans I'ceuvre originale
d’AL-KHWARIZMI. Dans son livre d’algebre\L -KHWARIzZM1 écrit les nombres
en toutes lettres. On sait que la notation des nombres varie énormément d’un au-
teur a l'autre dans les textes arabes. Dans les premiers textes, les nombres sont
écrits en toutes lettres, ou en utilisant les lettres grecques. L'emploi des lettres
grecques disparait au douzieme siécle ; par contre I'habitude de noter les nombres
en toutes lettres persiste longtemps apres I'introduction de la numération indienne
dans les pays arabes. Par exemple, entre 961 etA6l-Wafa dans un livre
sur l'arithmétique nécessaire aux scribes et aux marchands, utilise une notation
des nombres en toutes lettres, et n'utilise pas le systéme décimal de position. De
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méme al-Karagl, a la fin du dixieme siécle, écrit les chiffres en toutes lettres dans
son«Livre suffisant sur la science de I'arithmétique»

Aux huitieme et neuviéme siécles, une écriture alphabétique arabe (chiffres
gumal) analogue a I'écriture grecque se développe. Au dixieme siecle, des sys-
temes de chiffres différents, issus des chiffres indiens sont créés en Orient et en
Occident, (chiffres gubar = poussiere). La plus ancienne apparition attestée de
chiffres arabes se trouve dans un manuscrit daté de 873. Dans les textes astrono-
miques, les nombres sont écrits sous forme sexagésimale, soit a I'aide de chiffres,
soit avec des lettres.

2.3 Les fractions

AL-KHWARIZMT expose les calculs sur les fractiffisgmot qui vient de briser
et qui donnera nombre rompu en Europe), dans son livre d’arithmétique. Il existe
des noms pour un certain nombre de fractions simples désignées sous le nom de
fractions exprimables. Ce sont les fractiaps;, 1, 3, ¢, =, &, 5, 15- Les autres
fractions de ce type, sont appelées une partie dear exemplell, est lue une
partie de 13, et les fractions du tyge sont ditesm parties den : par exemple,

1—37, 3 parties de 17. Elles sont dites inexprimables.

AL-KHWARIZMI expose la théorie des fractions sexagésimales, qu'il appelle
les fractions indiennes. Il décrit les opérations sur ces fractions. Il développe le
calcul avec les fractions ordinaires. On trouve des réductions de fractions au méme
dénominateur. Par exemple le produit&lg 1 1 par3 i & est mené en faisant
le produit de®>® par 2 et donne2223l — 30 39%. Ce dernier nombre est écrit par
superposition successive de 30, puis de 894 puis de 1080. On voit donc que les
mathématiciens arabes ont conservé 'antique tradition égyptienne d’écriture des
fractions comme somme de fractions de numérateur 1.

Abu |-Wafadistingue trois groupes de fractions : les fractions dites principales
de numeérateur 1 d§a%, les fractions composées de tyfeavecm < n < 10,
parmilesquelles la fractiogljoue un role particulier et les fractions dites unifiées,
c’est a dire des produits de fractions principales. Il appelle fractions exprimables,
les fractions somme et produit des précédentes et inexprimables ou muettes les
autres fractions (il faut prendre garde que les auteurs arabes désignent aussi par
ces mémes termes les nombres irrationnels). Une partie de I'ouvraga &’
Wafaest consacré a des conversions des fractions d’'une forme dans une autre. Un
certain nombre de conversions nécessaires était aussi lié a des systémes d’unités
de monnaie et faisait intervenir des dénominateurs 6, 24 et 96.

Dans les recherches de racines carrées, les mathématiciens arabes faisaient in-

tervenir des fractions. En utilisant nos notations, la méthode qu’ils employaient

16¢f. Youschkevitch
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pour un quotient revenait a utiliser la régle\/§ — Yab pgr ajlleurs, ils sa-
vaient qu’ils pouvaient obtenir une plus grande préci@nn utilisant la regle :

VA = —VAIXO}PQ". Ce point est tres important, car il explique en partie comment

le développement de calculs numeériques et de recherche de racines carrees, cu-
biques, etc. a I'aide d’algorithmes de plus en plus précis a pu les mettre sur la voie

de la découverte des nombres décinf8ux

2.4 Le développement de I'algébre

L'ouvrage dAL-KHWARIZMI sur I’algébr@] s’intitule Bref ouvrage sur le
calcul degabret demucpbala En fait le motjabrdésigne I'opération qui consiste
a ajouter aux deux membres de I'équation des termes égaux a ceux qui sont af-
fectés du signe moins, de fagcon a n’avoir plus que des termes positifs. Le mot al-
gebre en est une déformation. Le termecpbaladésigne la réduction des termes
semblables. Dans son livi -KHWARIZMI traite des équations du premier et
du second degré. Il raméne au moyen des transformations précédentes toutes les
equations du second degré aux six formes suivantes, a coefficients positifs :

— les carrés sont égaux aux racines’ = bx,

— les carrés sont égaux a un nombie?, = c,

— les racines sont égales a un nombie= c,

— les carrés et les racines sont égaux a un nombfe} bz = c,

— les carrés et les nombres sont égaux aux racinésy- c = bz,

— les racines et les nombres sont égaux aux carrés,c = ax?.

En fait, expliqueAaL -KHWARIZMI, on rencontre trois sortes de nombres : les
nombres simples, les racines (ou choses) et les carrés. Le carré est le produit de la
chose par elle-méme. Tous les textes sont écrits avec des mots et sans aucun sym-
bolisme. Les formes canoniques des equations du premier et du second degré sont
répertoriéesaL -KHWARIZM1 donne ensuite les régles de résolution pour chacune
de ces formes d’équations et les justifie par des démonstrations géométriques a la
grecque. Larégle de trois et la régle de fausse position sont explicitées et utilisées.

Nous ne développerons pas I'histoire du développement de I'algébre a partir
a la fois des traditions grecques et des traditions mésopotamiennes. Cependant, il
faut souligner la nouveauté et I'originalité de I'ceuvraid:KHWARIZM1. Dans
son travail, le point de départ est I'équation comme objet d’étude en elle méme,
et non un probleme concret qui conduit a poser une équation. Il faut voir dans son
livre le début d’une nouvelle discipline, I'algébre. Deux autres mathématiciens
prolongent ce travail.

17Youschkevitch

18RashedL extraction de la racine,’®M€et Iinvention des fractions décimales
19 Rashed La naissance de l'algébrelansNoé&| Le matin des mathématiciens...
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Abu Kamil (850-930) énonce dans un ouvrage d’algebre les régles précises de
calcul des solutions des différentes formes d’équations du second degré a l'aide de
radicaux. Il développe également les regles du calcul algébrique et insiste sur leur
caractére absolument général. Dans de nombreux cas, il déduit ces identités algé-
briques des regles sur les proportions, sans faire de différence entre proportions de
grandeurs commensurables et proportions de grandeurs incommensurables. Pour
lui, explicitement, les termes des proportions sont des nombres qui peuvent étre
aussi bien rationnels qu’irrationnels. Des quantités irrationnelles peuvent aussi
intervenir comme coefficients dans les équations. Ce qui n’était pas le cas chez
AL-KHWARIZMI. On constate chez lui une maitrise tout a fait remarquable des
calculs sur des quantités qui s’expriment avec des radicaux. Il traite aussi d’équa-
tions qui se ramenent a des équations du deuxieme degré.

al-Karag (mort entre 1019 et 1029) définit la science de ce nouveau calcul
a savoir la détermination des grandeurs inconnues a l'aide de grandeurs connues,
par les meilleures méthodes. Il développe un calcul sur les différentes puissances
des inconnues en introduisant comD@phante le cube, le carré carre, etc. et
en indiquant que I'on peut continuer & I'infini la chaine des puissances. A cette
série des puissances, il ajoute la série des parts, que nous écrivons maintenant
sous la forme de—". Il développe les régles de calcul algébrique de fagon encore
plus systématique. Il procede a I'addition de quelques séries arithmétiques. Dans
ses livres, les nombres sont écrits avec des mots et nulle part les chiffres d’origine
indienne ne sont utilisés. Cela signifie-t-il une opposition entre différentes écoles ?
La-dessus les historiens ont des avis divergents.

2.5 Les fractions décimales

Les astronomes utilisaient des fractions sexagésimales. Dans leur systeme,
chaque nombre de 1 a 59 était représenté par un signe de une ou deux lettres
gu’'on appelait systtme gumal. lls utilisaient un signe particulier pour le zéro.
La facon dont sont effectuées les opérations dans ce systéme a été décrite chez
plusieurs auteurs domt-Kash dans son livreClé de I'arithmétiqug(1427). Les
regles de calcul sur les exposants sont également détaillées dans ce livre. On voit
apparaitre dans ce livre les calculs sur les fractions décimales basées sur le méme
principe gue les fractions sexagésimales : il introduit les puissances successives de
un dixiéme. Les regles de conversion d’'un systéme de représentation a I'autre sont
explicitées, et des tables de conversion sont établies. Toute fraction décimale peut
exactement s’écrire comme fraction sexagésimale, par contre certaines fractions
sexagésimales qui ne sont pas des fractions décimales, sont seulement approchées.
Pour plus de détail, on peut consulter le livreXirischkevitch

Les modes de représentation des nombres décimaux varient dans son livre.
Soit il sépare la partie entiere et la partie fractionnaire par une barre verticale. Soit
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il écrit la partie fractionnaire en rouge. Soit il indique pour chaque chiffre décimal
le rang qu’il occupe : dixieme, centieme, etc. Soit il indique seulement le rang du
dernier chiffre qui de proche en proche détermine les autres.

L'origine des fractions décimales

L'origine des fractions décimales est beaucoup plus ancienne, biealque
Kash revendique la paternité de cette découverte. On sait qu’elles étaient utilisées
en Chine. On a retrouvé chez un auteur arabé&lqglidisi, dans un texte de 952,
'usage de certaines fractions décimales. Des historiens en font le premier inven-
teur des fractions décimales ; d’autres confRashedcontestent ce point de vue
car l'usage des fractions décimales est fragmentaire et ne fait pas I'objet d’'une
théorie cohérente. Par conRashe@| montre qu’une théorie compléte des frac-
tions décimales figure dans un traitéaléSamaw’alde 1172. Ce travail est lié au
développement des calculs sur les polyndmes considérés comme des tableaux de
leurs coefficients et a la mise au point d’'une méthode de calcul de racines basée sur
ce qu’on appelle maintenant la méthodeRlgfini-Horner L'invention des frac-
tions décimales a donc plusieurs sources. La parenté avec le systéme des fractions
sexagésimales, mais aussi tout le développement de 'algébre sur les polyndémes
et la mise au point de méthodes d’approximation pour le calcul des r@ines

Il est certain que I'ceuvre di-Kash a été largement connue et que le calcul a
I'aide des fractions décimales était répandu en Turquie au quinzieme siecle. On a
retrouvé des traces de documents arabes traduits en latin en Europe et qui utilisent
des fractions décimales. Pourtant, pendant longteirpp®)ismede Stevina été
considéréee comme l'invention des fractions décimales. Comme on le voit par les
guelques indications précédentes, la réalité est plus complexe.

2.6 Les nombres réels et la théorie des proportions

Les Eléments d’Euclident joué un rdle fondamental dans la tradition ma-
thématique arabe. Du huitieme au quinziéme siecle pres de cinquante auteurs ont
traduits, commenté ou remanié le text&dclide Les points qu’ils ont le plus
commenté sont les questions fondamentales a savoir la théorie des paralléles, la
théorie des proportions du livre 5 et la théorie des rapports de grandeurs exposée
dans le livre 163 Certains des mathématiciens arabes ont montré que la théo-
rie des quantités irrationnelles du second degré devait étre considérée comme une
théorie arithmétique et que les transformations effectuéesklaiglepouvaient
étre comprises sans le recours a la géométrie, mais comme des transformations

20 ’extraction de la racineniémeet 'invention des fractions décimales
21 Rashed Entre I'algébre et I'arithmétiquedansNoél Le matin des mathématiciens...
22¢f. Youschkevitch
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sur des nombres. Les quantités irrationnelles des Grecs acquierent donc dans la
science arabe le statut de nombres irrationnels.

Certains mathématiciens arabes comaiKhayyam reprirent également la
théorie des proportions, la critiquerent et développerent une théorie des propor-
tions en étendant la notion de nombre & I'ensemble des réels positifs. lls criti-
qguerent la définition donnée dans le livre 5, en considérant qu’elle ne donnait pas
la vraie nature des proportions, a savoir la question de la mesure d’'un rapport.
lIs revinrent a la définition qui repose sur I'algorithmeedclide et la suite des
guotients par la méthode d’antiphérese. Deux rapports sont dits égaux s'ils défi-
nissent la méme suite de quotients partiels. La comparaison de deux rapports est
aussi définie a I'aide de la suite des quotients partiels. Ceci se trouve par exemple
chezal-Khayyamdans un commentaire siuclidedaté de 1077. Il a de plus le
souci de montrer I'équivalence de sa théorie et de celiclide Il oppose sa
conception de nombre a celle des anciens Grecs.

2.7 Conclusion

On a vu que les mathématiciens chinois et indiens avaient élargi la notion
de nombre a des nombres négatifs. Cet aspect ne fut pas repris par les Arabes
(a I'exception d’'un texte dé\bu |-Wafa et du livre deal-Samaw’al: Le livre
magnifique en algébyePar contre, ils élargirent la notion de nombre aux réels
positifs et firent entrer explicitement les quantités irrationnelles dans le domaine
des nombres. Ils développérent considérablement la théorie des proportions en
montrant que la théorie des rapports commensurables et des rapports incommen-
surables relevaient d’'une méme théorie et justifierent les calculs sur les nombres
irrationnels.

Par ailleurs, ils étendirent le calcul et la représentation décimale de position
que les Indiens avaient inventée pour les entiers, aux nombres fractionnaires et
firent une théorie des décimaux. Tous ces développements furent transmis a I'Eu-
rope. Furent-ils ensuite réinventés aprés une période d’oubli, ou bien le temps
d’assimilation de telles avancées fut-il plus long qu’on ne le croit, étant donné
'absence d’application directe évidente de ces notations, role que joueront les
logarithmes en Europe pour faire accepter ces notations ?
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