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1 Les entiers et les rationnels

Le premier document arithmétique de I'histoire, la tablette babylonienne Plimp-
ton 322 établissait une liste de triplets pythagoriciens. Les livres 7 a 9 des Elé-
ments d’EUCLIDE sont un document treés riche sur I'étude des propriétés des en-
tiers et des rapports d’entiers. Les livres d®BPHANTE traitent des problémes in-
déterminés a solutions entiéres et leur redécouverte au dix-septieme siécle a eu un
réle trés important dans le renouveau de cette science. Que I'on somgaveF
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et & son théoréme écrit en annotation de I'exemplaire du livreld@EANTE en

sa possession, aUEER et a la fonction arithmétique qui porte son nom. Il n’est

pas question ici de faire un exposé d’histoire de la théorie des noﬁ,mmseis
d’illustrer dans ce chapitre une propriété trés particuliére de I'arithmétique : c’est
un domaine ou les énoncés paraissent simples, ce qui ne veut pas dire que leur
solution le soit, et il y a, surtout avec les moyens de calculs actuels, méme de
simples calculettes, des possibilités d’expérimentation pour émettre des conjec-
tures. Cette science est trés vivante a I’heure actuelle ou les problemes de codage
et de cryptographie mélent étroitement informatique, algébre et arithm@tique

1.1 Les Recherches arithmétiques d&Aauss

Au travers d’'une telle expérience, nous allons découvrir un aspect du travail de
GAuUSS, (1777-1855), qui a marqué un tournant dans I'histoire de I'arithmétique.
L'idée de départ peut étre trouvée dans [Esquisitiones arithmetica€1801)
ou est exposée la théorie des congruences dans la troisiéme section, et ou sont
développées dans la sixieme différentes applications dont la théorie des dévelop-
pements décimaux illimités Avec I'activité présentée ici nous serons fidéles a
un aspect des recherches deuSs qui a beaucoup expérimenté sur des valeurs
particulieres, par exemple en confectionnant des tables de valeurs, avant d’induire
des résultats qu’il démontrait ensuite (ou pour lesquels il indiquait ne pas avoir
encore une démonstration générale). La méthode utilisée ici présente donc aussi
un intérét historique.

L'expérience suppose une lecture active. Une fois le probléme en téte, fermez
ce livre et essayez, en faisant les calculs proposés, de découvrir vous-méme les
propriétés : les mathématiciens appellent cela émettre des conjectures. Ensuite,
vous confronterez ce que vous avez trouvé a la synthése qui suit. Et nous recom-
mencerons notre cheminement ensemble jusqu’a la prochaine expérimentation.
Pour faire ce travail, une calculette avec les quatre opérations suffit. Notez au fur
et a mesure vos résultats.

1.2 Les nombres premiers

Un entiera divise un autre entigrsi on peut trouver un entiertel queb = ac;
on notealb; 1 divise n'importe quel entier, et tout entier se divise lui-méme :
sia = b, on prendc = 1. Par exemplée divise 15 puisquel5 = 3 x 5, par
contre7 ne divise pad5. Parmi les entiers, on distingue les nombres premiers

2 OYSTEIN ORE, Number theory and its histost DICKSON, History of the theory of numbers

3 Michel DEMAZURE, Cours d’algébre, primalité, divisibilité, codes

4qui figure pages 388 a 398 de la traduction du livre des§s paru aux éditions Blanchard
sous le titreRecherches Arithmétiques



dont les seuls diviseurs sontet lui-méme. L'entierl n'est pas compté dans les
nombres premiers. Nous allons chercher tous les nombres premiers par exemple
de1 a100 a l'aide d’'une méthode connue depuis I'antiquité sous le noritée
d’EratosthéneTous les entiers d2a 100 sont écrits dans le tableau suivant.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 H9
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
80 81 82 83 84 8 86 87 88 8§89
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99

Vous barrez tous les multiples désauf2) : ils ne sont pas des nombres premiers.
Le premier nombre suivagtnon barré es, c’est un nombre premier. Barrez tous
ses multiples. Le premier nombre suivant non barrée€test un nombre pre-
mier, barrez ses multiples etc... Les nombres restant sont des nombres premiers. Il
reste les nombres premiers :
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53
59 61 67 71 73 79 83 89 97
On sait beaucoup de choses sur les nombres premiers, mais on se pose encore
beaucoup de questions. On sait calculer de trés grands nombres premiers avec les
ordinateurs, mais on ne sait pas, pour des nombres immenses, les décomposer en
facteurs. Les algorithmes de cryptage reposent la-dgissus
Tous les nombres se décomposent de fagon unique en un produit de facteurs
premiers, ordonnés du plus petit au plus grand. Par exemple

8820 = 22 x 32 x 5 x 72

Quelque soit la fagon dont on procéede, on obtiendra toujours cette décomposition.
Nous allons nous intéresser aux nombres rationnels que nous écrirons toujours
sous forme de fractions irréductibles. Par exemple, nous simplifierons la fraction
% en la fraction%. L'usage de la décomposition en facteurs premiers permet de
simplifier la fraction par les facteurs communs au numeérateur et au dénominateur.
Les calculettes de college actuelles disposent aussi d'une fonction de simplifica-
tion des fractions.

5 Au moment ou l'arithmétique va étre réintroduite dans les programmes de terminales, nous
recommandons a tous les enseignants et aux étudiants I'excellennlirg@uction a la théorie
des nombrepar Jean Marie B KONINCK et Armel MERCIER
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1.3 Deéveloppement décimal des nombres rationnels

Un premier probleme est de prendre conscience de la différence entre nombre
décimal et développement décimal illimité. Les nombres décimaux sont des nombres
qui peuvent s’écrire sous forme d’une fraction dont le dénominateur se présente
sous la forme* x 57, (avec seulemert et (ou)5 dans sa décomposition en
facteurs premiers). Les nombres décimaux possédent deux développements dé-
cimaux illimités, I'un fini, (avec de$ indéfiniment), 'autre avec deksindéfini-
menf Nous laisserons les décimaux de c6té dans cette activité.

Les nombres rationnels non décimaux possedent un unique développement
décimal illimité périodique : si on pose la division du numérateur par le dénomi-
nateur, le nombre des restes possibles est inférieur au dénominateur, au bout d’'un
moment la division boucle. Le développement décimal d’un rationnel comporte
une partie entiére suivie d'une partie fractionnaire. On s’intéressera a la seule par-
tie fractionnaire, ce qui revient a s’'intéresser aux fractions irréductibles,eatre
1, c’est-a-dire aux fractions dont le numérateur est inférieur au dénominateur. La
partie fractionnaire comporte une partie périodique @ekiffres, précédée d’'un
certain nombre: de chiffres.

1.4 Activité proposée

L'activité se propose de chercher si I'on peut trouver des lois générales sur
le nombrei de chiffres de la période, et sur le nombréle chiffres précédant la
partie périodique du développement, en fonction des entiets.

Nous vous proposons de chercher le développement périodique illimité des
fractions§ irréductibles, f < q), pourq variant par exemple dea17. Nous nous
intéressons aux fractions irréductibles inférieurésdé dénominateurs, 6, 7, 9,

11, 12, 13, 14, 15, 17, pour avoir des fractions non décimales.

Déterminez les nombres et i correspondant a chacune des fractions et es-
sayez d’émettre des conjectures, sur les nombueds.

Trouvez-vous mémes un critére pour grouper les développements des fractions
de dénominateuy en familles. Combien trouvez-vous de familles ? La-aussi, on
peut émettre des conjectures et essayer de les démontrer.

Testez vos conjectures et ce que vous avez compris sur les fractions de déno-
minateurs compris entre et 29.

Toute cette pratique de calcul nous sera utile pour comprendre le texte de
GAuss.

6 Par exemple
17 34

— = — =0,34 =0,34000... = 0, 33999...
50 100 ’ ’ ’



1.5 Résultats expérimentaux et conjectures

Pour chaque valeur du dénominateunous allons lister ces fractions et don-
ner leurs développements. Nous mettrons en évidence le coupleet les fa-
milles apparues dans le calcul. On surlignera la période pour indiquer que celle-ci
est répétée indéfiniment.

Fractions de dénominateur3 : Deux développements purement périodiques
(sans chiffres avant la période) et comportant une période d’'un seul chiffre.
1=0,33333..=0,3  (0,1) ; 2 =0,66666... = 0,6  (0,1)

Fractions de dénominateur6 : Deux développements comportant un chiffre
avant la période et une période d’un seul chiffre.

£=0,16666... = 0,16 (1,1) ; 2=10,83333...=0,83  (1,1)

On retrouve les parties périodiques apparues pour le dénomiateur

Fractions de dénominateur7 :  Lorsqu’on calcule les six développements, on
constate qu’'aucun n’a de chiffres avant la période, que tous ont une période de
6 chiffres. Par contre la disposition suivante montre que les développements ont
des périodes qui se déduisent les unes des autres par permutation circulaire. Nous
dirons que nous avons une seule famille de développements.

= 0,142857142857... = 0, 142857 (0, 6)

= 0,428571428571... = 0,428571  (0,6)

—0,285714285714... = 0,285714  (0,6)

= 0,857142857142... = 0,857142 (0,6)

— 0,571428571428... = 0,571428 (0, 6)
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— 0,714285714285... = 0,714285 (0, 6)

Fractions de dénominateur9 :  Lorsqu’on calcule les six développements, on
constate qu’aucun n’a de chiffres avant la période, que tous ont une période d’'un
seul chiffre.
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Fractions de dénominateur11l : Lorsqu’on calcule les dix développements,
on constate qu’aucun n’a de chiffres avant la période, que tous ont une période de
deux chiffres. On trouve six familles de deux développements chacune.

1 _ 1 _
17 = 0.090909... = 0,09 % =0,909090... = 0,90  (0,2)
2 (.181818... — 0,18 ) 0 818181... = 0.8 (0,2)
= =0, =0, 7 =0, =0, ,
3 _ 8 _

T =0.272727.. =027 o L =072M272.=072  (0.2)
4 _ 7 _

7 =0,363636.. =036 ;- =0,636363.. =063  (0.2)
5 _ 6 _

7= 0454545 =005 ;- =0.545454.. =051 (0.2)

Fractions de dénominateurl2: Quatre développements ou I'on constate que
tous ont une période de un chiffre, précédée par deux chiffres. On retrouve la
partie périodique des fractions de dénominat8urs

1 = ) - 7 - 11 _
B 0,083; G 0,416; D 0,583; D 0,916 (2,1)

Fractions de dénominateur13 : Douze développements; on constate qu’au-
cun n’a de chiffres avant la période, que tous ont une période de six chiffres. Il y
a deux familles de six fractions chacune.

1 I 2 _
13 =0.076923  (0.6) 5 =0T538L  (0.6)
W 0769230 (0.6) - —0,538461  (0,6)
13 ’ 13 ’
9 0692307 (0.6) - —0,384615  (0,6)
13 ) ) 13 ) )
2 11

13 =0.923076  (0.6) 5 =0.846153  (0.6)
3 0, 230769 (0,6) S om0 6)
13 7 9 13 3 ?
A _ 0,30792 (0,6) S _ 515381 (0,6)
13 ’ 13 ’



Fractions de dénominateurl4 :  Six développements qui ont un chiffre avant
la période, une période de six chiffres et forment une seule famille. On remarque
qu’on obtient les mémes périodes que pour les fractions de dénomifiateur

1 3 9 _
— = 0,07142 = —0,2142857; — = 0,6428571 1
;= 0,0714285; - =0,2142857; - = 0,642857 (1,6)
13 11 5

2 —0,9285714; — = 42 = = 142 1
o =0.0285714; - =0.7857142; — =0,3571428  (L,6)

Fractions de dénominateurl5: Huit développements qui ont un chiffre avant
la période et une période de un chiffre, on retrouve les périodes des fractions de
dénominateurs.

2 = 8 - 11 - 14 _
==013 =05 =073 ==09 (11
1 - 4 - 7 - 13 _
=006 =02 =046 =08 (L1

Fractions p/17 :  On fait le calcul del /17 qui dépasse les capacités de toutes
les calculettes ce qui amene a se poser la question soit de poser la division, soit de
travailler par étapes. On divid®” par17 en prenant soin d’écrire le reste.

1 1 5
107 = 17 x 588235 + 5 - — = — (588235 + —
8 IR AT T2
5 x 107 1 8
107 = 17 x 29411 : = 20411 —
5% 10 7 X 2941176 + 8 : B0 1014(9 76+17)
8 x 102 1 1
8x 102 =17 x 47 +1 N 4T+ )

17 x 1016 1016 17

On est sdr que I'opération boucle a ce niveau, puisqu’on a obtenu lelré3tea
une seule famille 1i7 =0,0588235294117647

On peut remarquer que la méthode précédente est aussi une méthode qui per-
met de justifier qu’on a obtenu la période. On sait que le nombre de chiffres de la
période est inférieur ou égal au dénominateur. Sauf cas tres particuliers pour de
petites valeurs de, on ne peut se contenter de lire la période sur la calculette.

Conjecture 1

Les nombres: eti dépendent du seul dénominateur et non du numérateur.



Conjecture 2

Le nombre de chiffres avant la période dépend de la divisibilité du dénomina-
teur par2 ou5. Seules les fractions de dénominateyrs2, 14, 15 ont des chiffres
avant la période. On peut émettre la conjecturergast non nul pour les dénomi-
nateurs divisibles parou pars, ce qui est cohérent avec le réle joué par ces deux
nombres pour les nombres décimaux. Si on décomp@seproduity = 2°5°¢’
avecq' premier aveR et5, on peut conjecturer que la partie périodique ne dépend
que deg’ et que le nombre est lié aux exposantsetb de2 et5; avant de faire
la démonstration générale montrons ce qui se passe sur les exemples précédents.

6=2x3 (n=1) ; 12=4x3 (n=2)
14=2x7 (n=1) ; 15=5x3 (n=1)
Fractions de dénominateur6 :
§=0,16666.. = 5 = 5(1+3) ; §=0,83333... = 25 = (5(8 + 3)

Fractions de dénominateurl?2 :

1_12 =0,083 = 10%5;3 - ﬁ(g + %) ; % = 0,416 = 1(}5?3 - ﬁ(ﬂ + %)

1_72 =0,583 = 1(}07i3 - 1(1)_0(584'%) ) i_l =0,916 = 1§gi3 - T:o(gl‘{'%)
Fractions de dénominateur14 :

1_14:O>0m:105x7:11_0(o+%) ) %:0,2W857:101i7:%(2+%)

11 = 0,357H28 = 32 = 53+ 3) 5 1 = 0,6428857 = 3%z = (6 + 2)

11 = 0, 7857142 = 5%z = 5(T+2) 5 4} = 0,9285714 = 3% = (9 + 2)
Fractions de dénominateurl15 :

5=000=75=50+3) ; $=0B=g55=50+35

%:0726:&:%(2""%) ) 1_7520746:1(};13:%(4+§)

5=053=5=506+3) , 5=0T=5=50+3)

%20786:13§3:%(8+§) ; %2079§:1§i3:%(9+%)

Démonstration générale : On décompose en un produi?5°q’ avecq’ pre-
mier aveclO :

_ p__ 1 p _ / p _ 1 T
a="b E_WX? p—mq+7" et a—WX(m+?)
a<b B Lo px2t x 200 = mq +r et P — Lox(m+5%)

q_lob q p - q q 10b q/
p_ 1 ., px5*h —b o p_ 1
a>b E—WXT p><5“ = mq +7r et 5 WX(m+§)
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L'entier m est inférieur 80 dans le premier cas,®’ dans le deuxiéme et a
10* dans le troisieme car la fracti(%nest inférieure &. Nous allons justifier qué
admet un développement purement périodique, ce qui fait I'objet de la conjecture
suivante. Admettons le momentanément. Alors, on voit que le nombre de chiffres
avant la période est donné par= sup(a, b) et que le décimal avant la période est

_m_
10” .
Conjecture 3

Le développement d’'une fractlmrreductlble inférieure & ou g est premier
avec10 est purement périodique (pas de chiffres avant la période), et le nombre
de chiffres de la période ne dépend queyd€’est ce qu’'on a vu sur les fractions
de dénominatews, 7, 9, 11, 13, 17.

Fractions de dénominateur7 :  Pour mieux comprendre ce qui se passe, nous
allons poser la division de.

10 7
3 0 0, 142857
2

0
6 0
4

0
5 0
1

Observons la suite des restes partiels. Les développements des différentes frac-
tions £ s’obtiennent poué en supprimant le premier chiffre du quotient apres la
virgule, pour%, en en supprimant deux, etc ce qui produit une permutation circu-
laire & partir de la période ds et explique I'ordre dans lequel nous avions écrit
ces développements. Comme les restes partiels comportent tous les entiers entre
1 et6, on a une seule famille, et une seule division suffit & connaitre tous les dé-
veloppementg. On remarque que I'opération boucle quand on obtient le reste
1.

Dorénavant nous écrirons «en ligne» cette division en faisant apparaitre les
chiffres successifs du quotient et du reste.

Fractions de dénominateur7 :

quotient || 0
reste || 1

ORI
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Fractions de dénominateurl7: On fait le calcul del /17

quotient| 0, 0 5 8

8 2 2
restes| 1 10 15 14 4 6

3 41 1 7 6 4 7
9 5 16 7 2 8 1

1
3 13 11 12

5 9
5 7

L'ordre des restes permettra de retrouver le développement de toutes les fractions
p/17, sans refaire de calcul. Par exemple pour obtenir le développemépitde

on supprime dans le développementide? les5 premiers chiffres aprés la vir-

gule, (ne pas oublier que le développement est infini).

Fractions de dénominateur13 : Faisons d’abord la divisioql—, en faisant
apparaitre les restes successifs.

quotient|{ 0, 0 7 6 3
restef 1 10 9 12 1

9 2
3 4

On retrouve la famille 1/13, 10/13, 9/13, 12/13, 3/13, 4/13. La fraction-% ne
figure pas dans cette liste. Cherchons son développement en effectuant la division
de2 par13

quotient|[ 0, 1 5 3 8 4 6
reste| 2 7 5 11 6 8 2

On trouve la deuxiéme famille2/13, 7/13, 5/13, 11/13, 6/13, 8/13. Les restes
s’obtiennent en multipliant par les restes de la premiére famille et en réduisant
modulo13[]

Démonstration générale :  Si nous cherchons a quel moment une division telle

quel : ¢ boucle, nous voyons que c’est au moment ¢ ou on obtient un reste

déja obtenu précédemment au crarce qui peut s’écrire de la facon suivante :

10"+ = 10" modgq

ou encorel0"(10° — 1) divisible parg.

Or g est premier avet0, on utilise le théoréme de Gauss pour conclure(dae-

1) est divisible par, ce qui veut dire que I'opération boucle au ctat quen = 0.
Pourguoi une fractio@ admet-elle la méme valeur deeti que la fraction}; ?

Si p est premier aveg, on ap x 10"(10° — 1) divisible parq implique 10" — 1 est

divisible parq et réciproquement. Ceci nous explique pourquoi toutes les familles

ontle méme nombre d’éléments. A priori, nous disposons d’une théorie compléte.

c’est-a-dire en prenant le reste dans la divisioniBadu nombre obtenu.

10



Récapitulons :  Seules les fractions dont le dénominateur est divisible mar

5 ont des chiffres avant la période. Le nombre de ces chiffres est égal au plus
grand des exposants deou 5 dansg. Les fractions? ou ¢ est premier avec0

sont purement périodiques. Le nombrée chiffres de la période ne dépend pas
du numérateur et est donné par le plus petit entiet que 10’ soit congru al
modulog. Les fractions se groupent par familles deactions dont les périodes

se déduisent les unes des autres par permutation circulaire.

Autres exemples

Pourtant, en quelque sorte, si on veut arriver a une compréhension plus pro-
fonde des propriétés en jeu, il semble que notre travail ne fait que commencer.
Pour comprendre le texte dBecherches arithmétiques sera utile de disposer
d’autres exemples. Cherchons les développements et les familles de développe-
ments pour des dénominateurs kfea 29, en appliquant ce que I'on connait, et
donc en effectuant les divisions pour avoir les restes partiels. Nous allons donc
nous intéresser aux fractions de dénominatéfiy21, 23, 27, 29, (premiers avec
10).

Fractionsp/19: Onfaitle calcul de /19, et on trouve une seule famille (restes
dela19).

Qlo, 0o 5263 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8421
Ri{1 10 5 12 6 3 11 15 17 18 9 14 7 13 16 8 4 2 1
Fractions p/21 : |l importe de remarquer que les entiers premiers aec

forment la listel, 2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20. Il y a donc12 fractions
irréductibles de dénominatei, qui se répartissent en deux familles.

/21 @|o, 0 4 7 6 1 9|2/21 @0, 0 9 5 2 3 8
R|I1 10 16 13 4 19 1 R|I|2 20 11 5 8 17 2

Les restes d/21 sont les doubles des resteside1 modulo21.

Fractions p/23 :  On fait le calcul del/23. Ici encore on obtient une seule
famille

1/23 Q|0, 0 4 3 4 7 8 2 6 0 8 6 9
5 6 5 2 1 7 3 9 1 3

R|1 10 8 11 18 19 6 14 2 20 16 22 13
1512 5 4 17 9 21 3 7 1

11



Fractions p/27 :  On constate qu’il y a 18 fractions irréductibles qui se répar-
tissent en six familles :

/27 @0, 0 3 7 5/21 Q10, 1 8 5
RII1 10 19 1 R|5> 23 14 5
2/27 Q10, 0 7 4 7/27 Q10, 2 5 9
RI2 20 11 2 R|T7 16 25 7
4/27 @0, 1 4 8 8/27 Q10, 2 9 6
R4 13 22 4 R|8 26 17 8
Fractionsp/29: Ici encore une seule famille ; calculohg29
Qo o 3 4 4 8 2 7 5 8 62 0 6 8 9
6 5 5 1 7 2 4 1 3 7 9 3 1
Ri{1 10 13 14 24 8 22 17 25 18 6 2 20 26 28 19
6 15 5 21 7 12 4 11 23 27 9 3 1

De nombreuses questions sont sous-jacentes aux calculs que nous avons effectués.
Une premiére questionpeut-on calculer en fonction dele nombre de frac-
tions irréductibles de dénominategf?
Deuxiéme question : en travaillant sur les restes de divisions, on travaille mo-
dulo ¢ sur les puissances dé et I'on voit que pouly premier aved0, ces restes
sont les nombres premiers awecComment travaille-on modulp?

2 Les congruences

Nous allons illustrer la théorie des congruences, les résidus de puissances et en
particulier la notion de racine primitif Nous allons introduire par des exemples
les théorémes établis paraGss Ensuite, nous aborderons la compréhension
détaillée des tables qu'il a établies et du chapitre six sur les développements dé-
cimaux illimités. Nous faisons le choix de rester tres pres du texteAdes§ en
gardant, sauf pour une exception que nous expliquons plus loin, sa terminologie
et en n'employant pas le langage des structures algébriques. Nous reviendrons
la-dessus en conclusion de ce chapitre.

8La encore, nous pourrions expérimenter pour induire des résultats avant de voir le contenu du
livre de Gauss. Cela donnerait de nombreuses activités.
9Chaque énoncé sera suivi de sa référence dans le textewssG
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2.1 Lathéorie des congruences

La notion de congruen@ est définie dans le premier chapitre, ainsi que les
propriétés élémentaires des résidus modulba suitel, 2, ...,n — 1 est la suite
des résidus modula. Chaque entier est congru a un et un seul de ces nombres.
Nous utiliserons constamment les résultats suivants :

(a=betc=d) = (a+c= b+ d) modulon

(a =betc=d) = (ac = bd) modulon

Le second chapitre est consacré aux congruences du premier degré. Il commence
par le théoréme dit de &ssfty, 'unique décomposition des entiers en facteurs
premier§? et ses applications élémentaffdsGauss traite ensuite la résolution

des congruences du premier deggé+ by = c et les problemes apparer@s

2.2 Nombre de fractions irréductibles de dénominateup

Cela revient au probléme suiv@fposé par @uss:

«Trouver combien il y a de nombres plus petits qu’'un nombre donné
A et premiers avec lui ?»

Désignons ce nombre pafA). GAUSS examine les différents cas :
— QuandA est un nombre premier;, il est évident que
o(p) =p—1
— QuandA = p™, pour obteniry(A) il faut retrancher a A le nombre d’entiers
inférieurs aA divisible parp, c’est a direA /p, ce qui donne
m m m—1 m 1
p(p™) =p" —p" =p (1—]—?)

— QuandA est décomposé en facteurs premiers entrelddux N x P... alors
GAuUssmontre que

O(A) = ¢(M) x ¢(N) X ¢(P) x ...

10
a = b modulon <= a — b divisible parn

11 paragraphe4.
12 paragraphéé6.
13 paragraphes$7 a23.
14 paragrapheg4 a37.
15 paragraph&s
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GAuss applique ensuite cette relation au cas/sbast décomposé en facteurs

premiers :

Un exemple pour comprendre :

¢(18)

18

1
b

A=a"c = ¢(A) = A(1 — %)(1 — )1 - l)...

C

Cherchons le nombre de fractions irréduc-
tibles de dénominateus = 2 x 32 : On écrit les nombres dea 18, on enléve les
18/2 multiples de2, on enléve le48/3 multiples de3, mais on a retiré deux fois
les multiples de5, on doit donc rajoutet8/6.

18
— 18— — ——
5+

18

6

18(

1
2

-)-3

1
3

)

Si nous écrivons le$8 fractions de dénominateuts, apres simplification,
elles se répartissent en fractions ayant pour dénominateurs les différents diviseurs

dels.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18
1
1
2
1 2
3 3
1 5
6 6
1 2 4 5 7 8
9 9 9 9 9 9

13
18
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Si on compte les fractions sur chaque lifen obtienf:

18 = (1) + 6(2) + ¢(3) + 6(6) + ¢(9) + ¢(18)

Nous avons introduit |a ldonction d’Eulerdont Gauss cite deux articles
en référencd] Gauss démontréd le résultat que nous avons illustré avec notre
tableau :

Sia, d, a” sont tous les diviseurs déf9 on aura :

A =¢(a) + ¢(d') + ¢(a”) + ...

2.3 Des résidus des puissances

Dans le chapitrg, GAUSS étudie les progressions geomeétriques modulo un
entier. Nous disposons déja de beaucoup d’exemples avec la suite des restes par-
tiels des fractiond /¢, qui sont les suites correspondant aux puissancel)de
modulog. Il établit le résultat suivafff :

Dans toute progression géomeétriquea, a2, a... outre le premier
termel, il y en a encore un autrg congru a l'unité suivant le module
p premier avee, avec lI'exposant < p.

Quand on poursuit la progression au dela de I'exposaoh obtient une suite
périodique. On appelle période la suite de résidus minimum, ...a'... avec
I'exposantt minimum tel quez! congru al modulop.

Nous allons abandonner la terminologie deuSs sur ce seul point et doré-
navant nous désignerons padre dea cet exposant, car c’est ainsi qu'on le
désigne actuellement et nous réserverons le mot exposant a son usage habituel.
On atoujourst™ =1 modulop

a"=a’ <= r=pmodt

Lest restes qui composent la période sont tous différents.

16 Cette méthode n’est pas dans le livre deuGs, mais elle nous parait trés éclairante.

7en posanty(1) = 1.

18 Theoremata arithmetica nova methodo demonstcatament. nov. acc.Petrop. VIII page 74
etSpeculationes circa quasdam insignes proprietates numerdatenPatrop. VIl p 17.

19 paragraph@9.

201 y compris.

2lparagraphés.
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Résidus de puissances modulo un nombre premier

Nous allons introduire ces notions d’abord sur un exemple que nous allons
utiliser plus tard pour expliquer la confection des tables que <3 a réalisées.
Cherchez les ordres des différents résidus modslo
Cela nous permettra d’expérimenter les calculs sur les puissances middulo
et de conjecturer un résultat mathématique. Pour étre a 'aise dans ces calculs, il
faut utiliser des petits nombres et ne pas hésiter par exemple pour célcuker
a utiliser des résidus négatifs comme intermédiaires de calbuisd = (—4) x
(—4) =3
Faites vous-mémes ce calcul avant de poursuivre la lecture.

Puissances moduld3 :

exposant 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| ordre
a=2|2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1 12
a=3{3 9 1 3 9 1 3 9 1 3 9 1 3
a=414 3 12 9 10 1 4 3 12 9 10 1 6
a=5|95 12 8 1 5 12 8 1 5 12 8 1 4
a=6|6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11 1 12
a=7|7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2 1 12
a=8|8 12 5 1 8 12 5 1 8 12 5 1 4
a=9{9 3 1 9 3 1 9 3 1 9 3 1 3
a=10]10 9 12 3 4 1 10 9 12 3 4 1 6
a=11111 4 5 3 7 12 2 9 8 10 6 1 12
a=12(12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 2

On constate que tous les ordres sont des diviseurs de 12.

Si p est un nombre premier qui ne divise pagt quea’ soit la plus

petite puissance decongrue a l'unité, 'exposartserap — 1, ou une

partie aliquot€qdep — 13
GAussdonne une démonstration de ce théoréme qui repose sur une propriété que
nous avons déja rencontrée. Prenons I'exemple des fractions de dénomi2ateurs
nous avons trouvé six familles. Ecrivons les suites des restes obtenus :

/27 R|1 10 19 1 5/27 R|5 23 14 5
2/27 R|2 20 11 2 7/27 R|T7 16 25 7
4/27 R |4 13 22 4 8/27 R|8 26 17 8

La premiere suité, 10, 19 est la suite correspondant@ 102, 103. GAussmontre
gue si cette suite est multipliée par un nombre figurant pas dans cette suite, on

22 un diviseur dep — 1.
23Théorémet9. On dirait «|'ordre dez estp — 1 ou un diviseur dg — 1».
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obtient une suite de nouveaux résidus distincts. Si on pteredfigurant pas dans
ces deux suites en multipliant la premiére suite4am obtient des résidus tous
distincts et distincts des précédents etc. Toutes les familles de résidus obtenues
ont le méme nombre d’éléments. C’est ainsi quau&s montre que le nombre
d’éléments dans la famillel, a, a2, a®... o’ divisep — 1.

C’est |a le théoréni&l dont FERMAT assurait avoir trouvé une démonstration
gu’il n’a pas publiée, et dont EH.ER a fourni deux démonstrations présentées
brievement par Guss? avec leurs référencg®

Nombre d’entiers ayant un ordre donné

GAuss désigne pat’(d) le nombre d’entiers ayant pour ordre le nombre
modulo le nombre. D’aprés ce que nous venons de Wiiid) = 0 sid n’est pas
un diviseur dep. Il donne I'exemplep = 19 et remarque que
1 a pour ordrel U(l)=1
18 a pour ordre2 U(2) =1
7 et11 ont pour ordres U(3) =2,
8 et12 ont pour ordres U(6) =2
4,5,6,9, 16 et17 ont pour ordre) U(9) =6
2, 3, 10, 13, 14 et 15 ont pour ordrel 8, U(18) =
Gaussdémontre que(d) = ¥(d) sid divisep — 1, (sinon¥(d) = 0) pour des
congruences modulo un nombre premier. Le lecteur pourra vérifier cette loi pour
les ordres/ modulo13 que nous avons calculés.

2.4 Racines primitives

Il en déduit qu'il existe toujours des nombres d’ordre maximual pour des
congruences modulo un nombre premier; il appelle, a la suiteEE, racines
primitives les valeurs de pour lesquelles = p — 1. Il a démontr| qu'il y en
avait¢(p — 1) pour des congruences modulo un nombre premigrmentionne
une erreur d’'BILER dans la démonstration de ce résultat cacEr utilise le re-
sultat suivant : la congrueneé — 1 ne peut avoir plus deracines diﬁérent@,
qui n’est pas vrai pour certains entiersa@s va s'intéresser de facon approfon-
die aux racines primitives modulo un nombre preffier

24appelé petit théoréme de Fermat.

2Sparagraphe 50.

26 Fermatii opera math. Tolosa&679 Fol. p 163 eDémonstration de quelques théorémes re-
latifs aux nombres premiedEULER, en 1736, (Comm. Ac. Petrop.T VIII). &uss dément que
d’autres mathématiciens avantgilBN1z) aient publié une démonstration.

27 paragraphes4 et 55.

28paragraphé6.

29 paragrapheg9 as1.
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Pourp = 13, ce sont les valeur 6, 7, 11 pour lesquelles = 12.
Pourp = 19, ce sont les valeur 3, 10, 13, 14 et 15, pour lesquelles = 18.

Dans la premiére activité sur développements décimaux illimités de rationnels,
nous avons montré que lorsqu@ était une racine primitive, les développements
formaient une seule famille dont les périodes s’obtenaient a partir de I'une d’elles
par permutation circulaire. C’est le cas pour les dénominatgurs, 19, 23 et
29. La question des racines primitives s’était introduite a propos de ces entiers.
GAuss va montrer comment utiliser d’autres racines primitives i@ propos
de ces développements décimaux illimités, et comment, si nous connaissons une
racine primitive, nous pouvons en déduire les ordres des différents nombres.

Théorie des indices

Lorsqu’on a fait le choix d’'une racine primitive, on appellerandice d’'un
nombrem I'exposanti tel quem = a‘. On peut remarquer que cet indice est
défini modulop — 1. En effet, d’aprés le théoréme de Fermat,' = 1.

lllustrons-le a l'aide de I'exemple = 13 et faisons le choix de la racine
primitive 2. L'indice de m est I'exposant de m tel quem = 2¢. Faisons un
tableau avec pour chague nombteson indice, ce qui consiste a réécrire dans un
autre ordre les deux lignes du tableau suivant.

12345 6 7 89 10 11 12
m=212 48 3 6 12 11 9 5 10 7 1

5 6 7 8 9 10 11 12
9511 3 8 10 7 6

m| 1 2
1

4
indicez | 12 2

Ce tableau signifie par exempte= 5 = 2%, on en déduit que I'ordre deest4,
plus petit entier qui multiplié par donne un multiple dé2.

On peut en déduire aussi que tous les nombrésnt I'indice est un nombre
premier aved?2 sont aussi racines primitives. Si donc il y a une racine primitive
modulop, ily en a¢(p — 1).

Un logarithme

Tout résidu modul, si a est une racine primitive, est caractérisé par son
exposant dans la bagge exposant que @UsS, a la suite d’'EULER appelle son
indice. Gaussdéveloppe une théorie des indices analogue a celle des logarithmes.
Une fois choisie une racine primitive moduyipoil montre® :

30 paragraphés.
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L'indice d’'un produit de tant de facteurs qu’on voudra, est congru a
la somme des indices des différents facteurs, suivant le module p-1.

L'indice de la puissance” d’'un nombre est congru, suivant le module
p — 1, au produit de I'exposantpar I'indice du nombre: donné.

GAuUSss établit les relations entre les indices d’'un nombre quand on change de
racine primitive. Son probléme, pour établir sa premiéere table d’indices est de
trouver une racine primitive. Comme il le dit lui-méffe

La plupart des méthodes qui servent a trouver les racines primitives
reposent en grande partie sur le tatonnement.

GAUSS construit une premiére table, ou pour chaque enmtigaremier ou puis-
sance d’'un nombre premier, possédant une racine primitive, il fait figurer pour
chague nombre premigr son indice. Avec la décomposition des nombres en fac-
teurs premiers, ceci permet de calculer pour tout nombiadice de ce nombre,
modulog(q).

Quand il y a plusieurs choix possibles de racines primitives,)$% choisit
pour a celle ou10 a un indice minimuri] Quand10 est racine primitive, c’est
donc10 qui est choisi comme base des indices. Quand on consulte la table pour le
nombrel3, on constate que &uss a choisi pour racine primitive non pas la plus
petite2, mais la racine primitiveé.

Racine primitives modulo un nombre composé

La question des racines primitives est considérée paER comme une des
guestions les plus difficiles en arithmétiquesu@ s cherche des conditions d’exis-
tence pour des racines primitives modulo un nombre confosé

Précisons sur I'exemple = 18 les phénomenes qui se passent. Il y a parmi
les nombres plus petits qu8 des nombres qui sont diviseurs de zéro modslo
Nous allons distinguer les résidus5, 7, 11, 13, 17 premiers aveds8; Il y en a
»(18) = 6. Le produit de deux tels résidus est encore un résidu premierlavec
Voici la table de multiplication de ces résidus modufo:

3lparagraph&3.
32paragraph&?.
33 & partir du paragrapr&?.
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modi8| 1 5 7 11 13 17

1 1 5 7 11 13 17

5 5 7 17 1 11 13
7 7T 17 5 5 1 11
11 1 1 5 13 17 7
13 13 11 1 17 7 5
17 17 13 11 7 5 1

Si f désigne combien il y a de nombres premiers avest moindres
que lui, c’est-a-dire sf = ¢(m), I'exposantt de la plus petite puis-
sance d’'un nombre donnﬂ premier avecn, qui est congrue a
I'unité suivant le modulen sera égal & ou une partie aliquof@
def.

La démonstration du théoreme d’Euler est facile a illustrer a l'aide du tableau
précédent. Désignons p& =1 x 5 x 7 x 11 x 13 x 17 le produit de tous les
résidus que I'on retrouve sur chaque ligne. Prenons la ligihNous trouvons sur
cette ligne le produit par de chacun des résidus précédents. Cela montre que

P=(ax1)x(ax5)x(axT7)x(ax1l)x (ax 13) x (a x 17) = a®® P
On en déduit, pour tout nombrepremier aveds :

a8 — 1

GAussdémontre ensuite qu'’il y a des racines primitives pour des nombres du
typep”, p étant un nombre premier imp@ [l démontre le résultat suivant :

Si le plus grand diviseur deet dep™~!(p — 1) este, la congruence
z! — 1 modulop™ aurae racines différentes.

Il en déduit I'existence de racines primitives pour les norr@elﬂ typep™ pour
p#2.

Afin d'illustrer les phénomenes qui se passent, nous pouvons examiner les
cas de8 et d’entiers qui ne sont pas une puissance d’un nombre premier impair.
Examinonslescas= 8, p = 12 etp = 15.

34'ordre dea.

35paragraph@3. C'est lethéoréme d’Eulef1760) ; curieusement &JsSs cite ce résultat sans
faire référence a BELER.

36La démonstration faite dans le cas d’un entier premier utilisait le résultat suivant qui ne se
généralise pas : le congruence— 1 ne peut avoir plus deracines différentes.

37paragraphés et 89.
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Puissances modul@ :

Pourp = 8, on calcule les puissances4leombres 1, 3, 5, 7. Tous les résidus
vérifient 'équationz? — 1 = 0 qui a donc plus de deux racines.

exposant1 2 3 4| ordre
a=1|1 1 1 1 1
a=3[(3 1 3 1 2
a=5[(5 151 2
a=T7|7 171 2

Puissances moduld?2 :

Pourp = 12, on calcule les puissances deombres 1, 5, 7, 11. Tous les
résidus vérifient I'équatiom? — 1 = 0 qui a donc plus de deux racines.

exposant 1 2 3 4| ordre
a=1(1 1 1 1 1
a=5|5 1 5 1 2
a=7|7 1 7 1 2
a=11|11 1 11 1 2

Puissances moduld5 :

Pourp = 15, on calcule les puissances&leombres 1, 2,4, 7,8, 11, 13, 14 :
Tous les résidus vérifient I'équatiart — 1 = 0 qui a donc plus de quatre racines.

exposant 1 2 3 4 5 6 7 8| ordre
a=1(1 1 1 1 1 1 1 1 1
a=2|2 4 8 1 2 4 8 1 4
a=414 1 4 1 4 1 4 1 2
a=7|7 4 13 1 7 4 13 1 4
a=8|8 4 2 1 8 4 2 1 4
a=11(11 1 11 1 11 1 11 1 2
a=13113 4 7 1 13 4 7 1 4
a=14(14 1 14 1 14 1 14 1 2

GAuUss démontre que pour les nombres modftopourn > 2, la puissance
272 de tout nombre impair est égale d, et donc gu'’il n'y a pas de racines
primitives. Il démontre ensuite qu’il N’y a pas de racines primitives modulo un
nombre composé de plusieurs nombres premiers sauf pour les éntiers

38 paragraph®0.
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Il existe des racines primitives seulement pour les entiers, = 2,
m =4, m = p", m =2 X p", avecp premier impair ﬁ’]

GAussannonce a la fin du chapitre trois, qu’il va pouvoir se passer de l'usage
des racines primitives dans le cas de modules composés, en décomposant une
congruence modula en une série de congruences modulo gés Il donne
comme référence deux articles WEER[Y sur ces questions.

Nous utiliserons la table gu'’il a établie en annexe au troisieme chapitre, pour
calculer les indices des entiers jusqu@ modulo une racine primitive et voir
I'application de cette théorie aux développements illimités de rationnels. Mais
avant, donnons quelques indications historiques ultérieures.

2.5 Développements ultérieurs

Cette question des racines primitives a été beaucoup étudiée arer Bt
GAuss. Des tables de racines primitives ont été établies, par exempleapar J
coBl en 1839 pour tous les entiers premiers jusqlio, par GUNNINGHAM
en 1900, pour les entiers premiers jusquia00 et la course ne s’est pas arrétée
la... On trouve une étude historique trés compléte sur les racines primitives et les
congruences dans le deuxiéme chapitre du livre de<BoN sur I'histoire de la
théorie des nombréd

3 Développements décimaux illimités de rationnels

Revenons sur ces développements pour comprendre la préoccupatiausie G
A I'époque ol il a fait ce travail, aucun de nos moyens de calculs actuels n’était
disponible. La préoccupation deaBGss était de fournir une table avec le mini-
mum de renseignements qui permette d’obtenir facilement le développement illi-
mité de n'importe quel rationnel. C’est a cela que va servir sa théorie de l'indice.

3.1 Seramener a des dénominateuns’

GAuUss montre qu’on peut décomposer toute fractiérirreductible oun =
a X b aveca etb étant deux entiers premiers entre eux a une somme de deux

39paragraphe 92.

40Theoremata circa residua ex divisione potestatum rel{ctamm. nov. Petrop. T. VII p 49)
et Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per numeros primos resuitaiatid
XVIIl p. 85).

4IDicksoN, History of the theory of numbers
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fractions irréductibles de dénominateurst b3

m ma mo

- = + .

n a b
Il en déduit que toute fraction peut s’écrire, si son dénominateur a pour décom-
position en facteurs premiers= a® x b° x ... de fagon unique sous la forme
d’'une somme d’un entier et de fractitﬁsplus petites qué :
mo N3
Wt
Pour trouver le developpement décimal illimité ge il suffit donc de connaitre
celui de chacune des fractions du second membre, c’est-a-dire celui des fractions
dont le dénominateur est une puissance d’'un nombre premier. D’aprés I'étude
faite en premiére partie, les puissanceg @t de5 interviennent pour fournir les
chiffres avant la période. En utilisant les transformations que nous avons expli-
guées dans la premiére partie, nous voyons que nous pouvons supposer que les
dénominateurs sont de la formp& avecp nombre premier impair, distinct deet
donc premier aveto0.

m
k+— +
a

3.2 Fractions de dénominateurg”

Nous avons vu que le développement des fracti&pé@, 10;# 10pﬂ s’ob-
tiennent a partir du développementgeen supprimant, 2...e chiffres juste aprés
la virgule, lorsquee est la plus petite puissance tié congrue a I'unité modulo
p". Lorsque nous connaissons le premier développement, si nous savons quel dé-
calage effectuer, nous connaissergeveloppements.

Cas ou10 est racine primitive

Examinons le cas op = 17. GAUss dans sa table d’'indices fournit les résul-
tats suivants oli0 est la racine primitive utilisée :

premiersf 2 3 5 7 11 13
indices| 10 11 7 9 13 12

D’autre part dans la troisieme table des développements nous trouvons un seul
développement :
(0)........ 0588235294117647

Cherchons le développement ¢& Pour cela nous allons calculer I'indice de
16 = 2. Lindice est donci0 = 8 modulop — 1 = 16. On a doncl6 = 108

42paragraphg09
“3paragraphg10
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modulo17. Le développement d& s'obtient donc en supprimant huit chiffres
apres la virgule dans celui q]g On obtient donc

1—3 =0,9411764705882352

Cas oul0 n’est pas racine primitive

Nous savons que nous avons plusieurs familles de développements. Pour cal-
culer le développement d’une fraction, nous devons déterminer a quelle famille
elle appartient, puis quel décalage nous devons effectuer. Ici encore nous allons
nous servir des deux tables dass sur les deux exemples que nous avons étu-
diés en détail dans la premiére partie a savoir les dénomindteéet27 = 33.

Casp=13

GAussa fait le choix de la racine primitivé ou I'indice del0 était minimum.
D’aprés I'étude faite en deuxieme partie, il yéal3) = 12 développements ré-
partis en deux familles puisqu&® = 1 modulo13. Rappelons que les calculs
d’indices s’effectuent modul®2.

premiers|2 3 5 7 11
indices|5 8 9 7 11

L'indice de10 est5 + 9 = 14 = 2 modulo12 et est effectivement minimum pour
cette racine primitive.

Dans la table des développements, nous trouvons deux développements écrits
de la fagon suivante.

(0) ..076923 : (1) ..461538

Ces deux développements sont ceux des fracti@nst 1% car6 est la racine
primitive.

Cherchons les développements des deux fract%)m}—g. Il nous faut savoir
a quelle famille appartient chaque fraction et quel décalage effectuer. Pour cela
nous allons chercher les indices deet 12, modulo12.

L'indice de11 se lit sur latable. Il est égalld. Or11 = 2 x 5+ 1, c’est-a-dire
11 =6"etll = 62*5 x 6! modulo13; or6> = 10 doncll = 10° x 6. La fraction
% appartient a la famille de la fractioi% et on obtient son développement en
effectuant un décalage de

nmn
— —0,8461
3 = 0.816153

L'indice de12 se calcule a partir des indices 2let 3. |l est égal al8, donc &
modulo12. Or6 = 2 x 3, c’est-a-direl2 = 62*3, 12 = 623 modulo13, ou encore
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12 = 10°. La fractioniZ appartient a la famille de la fractiofy et on obtient son
développement en eﬁectuant un décalags de

12 —
Eh 0,923076

Casp = 27

Le tableau des indices est le suivant, en utili@Qacdmme racine primitive.

7 11 13 17 19 23
16 13 8 15 12 11

premiers 2 3
1 x

5
indices 5

Ici nous savons qu’il y &(27) = 18 fractions irréductibles réparties ériamilles,
puisque I'ordre d&0 est3, et son indice egt. Les calculs d’indices se font modulo
»(18) = 6.

Pour déterminer les familles,ABss place dans sa table trois les développe-
ments des fractions :

(0)..037 ; (1)..074 ; (2)..148 ; (3)..296 ; (4)..592 ; (5)...185

Ces développements correspondent aux fractions:, o, =, 12, 2.

Pour trouver le développement décimal illimité d’une fraction quelconque, il
faut calculer I'indice du numérateur pour voir dans quelle famille se trouve la
fraction et quel décalage effectuer.

Prenons par exemple la fractigh Lindice du numérateut7 est15. Or15 =
6 x 2+ 3 et2’ = 102 x 23. La fraction appartient a la troisieme famille et on doit
faire un décalage d& On obtient donc :

17 —
= 0,629
27

Résultats généraux : Dans le cas d’'un dénominatepff, si 10° = 1 modulo
ptilyao(p”) = p*~t(p — 1) = ef fractions irréductibles.

GAuss a choisi une racine primitive telle quel0 ait pour indicef. Il avait
montré que cela était toujours poss@et GAauss fait flgurer dans sa table de
développements, les développements des fracﬁpgnsr o .“;;L :

Pour savoir quel est le développement de la frac{!igmn calcule lindices
deb, on fait la division euclidienne depar f. Sion ai = cf + r alors la fraction

b appartient a la famill%j% et s’obtient en faisant un décalage @dplaces dans
cette famillé™

4paragraph@1.
“Sparagraphg15
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3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons expose la théorie des congruences telle qu’elle fi-
gure dans @uUss, sans utiliser du tout le langage des structures algébriques. Nous
pensons que cela peut aussi étre une étape dans I'enseignement ou au lieu d’utili-
ser la formalisation la plus récente, on fait les démonstrations dans le langage des
congruences, avant de parler de groupes finis.

Toute cette théorie n’est pas une curiosité historique et les idées développées
dans ce chapitre sont trés importantes dans les théories du codage. Bien s(r, la
théorie des développements décimaux n’est pas centrale dans les recherches ma-
thématiques actuelles. Elle a eu I'avantage de nous faire aborder ces questions
d’'une fagon simple et naturelle.
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