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1 Linvention des nombres complexes

Les équations du troisieme degré

En Europe, en algébre, les premiéres avancées sont marquées par la résolu-
tion des équations du troisieme et du quatrieme degré par les algébristes italiens
Scipione del Ferrg1500),Tartaglia(1535),Ferrari etCardan(1542) qu’'une que-
relle de priorité opposetartaglia. En 1545Cardanpublie les formules de résolu-
tion dans IArs Magna Ces formules ne s’appliquent pas quand I'équation a trois
racines réelles et conduisent a des expressions imposstIeﬂaeIIHfut le pre-
mier a montrer comment a partir de ces quantités impossibles trouver une racine
réelle. Voila I'origine des nombres qui furent appelés impossibles puis imaginaires
et enfin aujourd’hui nombres complexes.

La méthode de Cardan

Soit a résoudre une équation :

2 +ar?+br+c=0

! Bombellj Algebra, 1572


http://www.lille.iufm.fr/labo/entreelabo2.html

En changeant d'inconnue, on commence par la mettre sous la forme :
24 pr4+qg=0

On cherche des solutions en introduisant deux nouvelles inconneles: © =
u + v, on remplacer par cette valeur et on obtient en développant les calculs :

u? +0* 4+ (u+v)(Buv +p) +q¢=0

On impose 3uv + p = 0, c’est-a-direuv = —£. Alors u® 4+ v* = —g etu’v® =
3 . , . , P . z
—5% ilenrésulte que:® etv?® sont solutions d’une équation du second degré
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Cette équation a des racines réelles si le discriminant est positif.
— Cas ou le discriminant est positif ou nul :

4p3
o7 >0
On a deux racines(; et X,. On en prend les racines cubiqués et Us.
Alors X = U, + U, est solution de I'équation® + pz + ¢ = 0.
— Cas ou le discriminant est négatif :
@+ t—f <0
En introduisant formellement un symbole désignant une racine d’'un nombre
négatifA, on écrit deux racines «impossible&» et X,

—q+ VA —q— VA
2 2
Une racine formelle de I'équation donnée est / X; + v/ Xs.

7+

Xy

Le cas impossible

Bombellifut le premier a retrouver a partir de ces racines impossibles une
racine réelle sur I'exemple suivant :

2 =152 + 4

dont il savait quetl était une racine. Il applique les formules précédentes, obtient
A=—-4x121, X, =2+ +/—121, Xy = 2 — y/—121. Sans doute a cause d’'une
longue pratique de calcul sur les radicaux, il remarqua que

24+ vV=1) =8+12V—1—6—+v—1=2+11v/—1 =2++/—121
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2-v=D)  =8-12V/—1—6+v—1=2—11y—1=2—+/—121
Ce qui lui permit de retrouver la racine évidedteBombellipropose deux nou-
veaux signes qu’il désigne pgiu di mencetmeno di mengour écrire ces racines.
Chez lui+1 est désigné papiu 1 et —1 parmenol, piu di menol désigne donc
ce qu’aujourd’hui nous appeloriset meno di mend ce que nous appelonsi.
Dans son texte les formules sont écrites avec ce symbolisme. On trouvera dans
Mathématiques au fil des agese comptine d&@ombellisur la régle des signes.

A la suite deBombellj les calculs «impossibles» furent acceptés et pratiqués
comme intermédiaires de calcul pour retrouver les racines réelles.

Aujourd’hui nous savons que le cas impossible pour les formules de Cardan
correspond au cas ou I'équation a trois racines réelles. On peut remarquer qu'une
équation du troisieme degré a toujours au moins une racine réelle, car la fonction
associée varie deo a —oo ou de—oo a co. Dans le cadre d’'un cours d’analyse
de terminale, il est intéressant de faire I'étude de des différents graphes possibles
et du nombre de zéros et de retrouver par ces considérations le role de la quantité
A des formules de Cardan.

Dans le cas ou I'équation du second degré admet deux racines imaginaires
conjuguéesX; et X,, si on prend leurs racines cubiques ju., j2ui, us, jus,
j2us, oUj désigne la racine cubique de I'unité :

1 +iV3
Ty

en les associant de telle sorte que le produit soit réel, on obtient trois racines
réelles :

PF+i+1=0, =1,

. .9 .9 .
T1 = U1 + ug, Ty = JUui + ) U2 T3 = J U1 + Jus

2 Le théoréme fondamental de I'algebre

Des mathématiciens développeront ces méthodes de résolution. Les équations
du quatrieme degré furent résolues a la méme époque. Puis les mathématiciens
S’attaquerent a la résolution du I'équation du cinquiéme degré par radicaux, dont
limpossibilité fut démontrée pagaloiset Abelau début du dix-neuviéme siecle.
Pendant cette période, I'algébre est fondamentalement I'étude des équations. Ces
égquations se révelent particulierement utiles dans le domaine de la géométrie, avec
les apports d&iéteet deDescartes

Relations entre coefficients et racines

Les mathématiciens étudient aussi les relations entre les racines et les coef-
ficients de I'’équationCardanremarque que dans une équation, les racines ima-
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ginaires interviennent par pairedewtondonnera plus tard la preuve de cette
propriété. Trés tét, des mathématiciens con®aedanet Viete énoncent des ré-
sultats généraux sur le nombre de racines d’'une équation, sur le lien entre les
coefficients des équations et les fonctions symétriques des raviatset Des-
cartesindiquent comment changer I'équation dont une racine:gxiur obtenir
une équation dont une racine est m. Descartesi’admet pas les racines néga-
tives et les appelleacines faussedl montre que si une équatiof{x) = 0 a pour
racinea, alors f(z) est divisible parr — a et que sia est racine fausse, c'est-a-
dire si—a est racine, alorg(x) est divisible pat: + a et qu’on peut trouver une
équation dont elle soit ungaie racine

Tous ces résultats, démontrés ou non, donnent une justification pratique pour
utiliser les différentes sortes de racines, méme seulement formellement, et habi-
tuent a manipuler les quantités négatives ou les quantités imaginaires.

Nombre de solutions d’'une équation

Celles-ci fonctionnent comme intermédiaires de calcul assez mystérieux. En
vertu d’un principe appelé principe de permanence, énonc&pard en 1629,
on leur applique toutes les opérations classiques et les identités connues, mais ils
ne doivent pas apparaitre dans les résultats.

Girard en 1629 danfnvention nouvelle en algébadfirme :

Toutes les équations d’algébre recoivent autant de solutions que la
dénomination de la plus haute quantité le démontre ... On pourrait
dire : & quoi servent ces solutions qui sont impossibles ? Je réponds a
trois choses, pour la certitude de la regle générale et qu’il n'y a point
d’autres solutions, et pour son utilité...

Il faut remarquer que poueirard, il s’agit d’un principe qui n’a pas besoin de
démonstration. Quand il N’y a pas assez de racines, on en invente le nombre gu'il
faut.

Racines imaginaires

Ces nouvelles entités sont pour la premiére fois désignées sous le nhom de
nombres imaginairepar DescartesL'introduction parDescartesdu symbole,/
permet ensuite une utilisation aisée des nombres imaginaires a I'aide du symbole
v/—1. Ceux-ci sont utilisés avec une confiance croissante au dix-septi€me siécle.
Descartegjui désigne par racine fausséa racine—>5 écrit en 1637 dans I&éo-
métrie:

Au reste, tant les vraies racines que les fausses ne sont pas toujours
réelles mais quelquefois seulement imaginaires, c’'est-a-dire qu’on
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peut toujours en imaginer autant que j'ai dit pour chaque équation,
mais qu’il n’y a quelquefois aucune quantité qui corresponde a celle
gu’on imagine.

Euleren 1770 dans Rlgebre écrit

Parce que tous les nombres possibles qu’on peut s’imaginer sont ou
plus grands ou plus petits ou égaux a zéro, il est évident que les ra-
cines des nombres négatifs ne peuvent étre comptés aux nombres pos-
sibles. Alors nous sommes obligés de dire qu’elles sont des nombres
impossibles. Ainsi nous sommes venus au terme de tels nombres, qui
sont impossibles par leur propre nature et qu’on a I’habitude d’appeler
nombres imaginaires parce qu’ils n’existent que dans I'imagination.

Pratique de calculs

Peu a peu les mathématiciens se familiarisent avec I'usage des nombres ima-
ginaires au méme titre que celui des autres non{ﬂJMsivre en 1738 montre que
{/cosa + v/—1sina admet n valeurs de la formes 6 + /—1sin 6 ou I'arc 6 est
obtenu en divisant I'are enn parties égales. Cette démonstration repose sur des
propriétés algébriques des équations et est indépendante de toute représentation
géométrique des nombres complexes, qui sera inventée plus tard.

Cette confiance croissante amene a formuler un principe de généralité de I'al-
gébre disant que tout calcul sur les entiers et les nombres est valable pour toutes les
quantités rencontrées en algébre. Dans leurs calculs, les mathématiciens ne ren-
contrent que des nombres de la forme by/—1. Tous les calculs sur les nombres
imaginaires: + by/—1, somme, produit, quotient, extraction de racine conduisent
toujours a un résultat de la méme forme. Cela change le statut de I'énoncé de
Girard qui devient un théoréme a démontrer et peut s’exprimer sous différents
énonces.

Divers énoncés du théoreme a démontrer

Ces solutions gu’on imagine pour compléter les vraies racines ont-elles tou-
jours la méme forme ? Est-ce que toutes les racines imaginaires s'éarivent
by/—17? Ce probléme a des formes équivalentes :

— Une équation de degré n posséde n racines qui sont réelles ou de la forme

a+ byv/—1.

— Toute équation algébrique ou équation polynéme peut étre factorisée :

2Nous employons a dessein le maimbrequi, nous le verrons, n'a pas la méme extension
suivant les auteurs. En tout cas, tous sont d’accord pour rentrer les entiers et les fractions dans le
champ des nombres.



— soit dans des facteurs lin€aires réels x-a ou quadratiques
— soit dans des facteurs linéaires complexes.

Le résultat pressenti p&irard, une équation de degre a n racines, si on
compte les racines impossibles et les racines multgdésnaintenant connu sous
le nom dethéoreme fondamental de I'algélboe théoreme de D’Alembert-Gauss
Il a fait I'objet de nombreux travaux, plusieurs mathémati@mt essaye de le
démontrer, mais leurs démonstrations présentaient des faiﬁa&s@le premier
en fournit plusieurs démonstrations, au début du dix-neuviéme siécle.

Mais durant tout le dix-huitieme siecle, la nature mathématique des nombres
complexes reste obscure. Ce qui jette une autre lumiére sur le réle de la rigueur en
mathématique. Cette période montre que la créativité prime et que les mathéma-
ticiens ont pu utiliser pendant plusieurs siécles des notions qu’ils ne savaient pas
justifier, mais qui leur apportaient une mine de résultats qu’ils savaient Iégitimer
autrement, principalement par leurs applications.

3 Les nombres négatifs

On trouve des divergences d’appréciation en ce qui concerne les nombres
négatifs et ces controverses se prolongeront jusqu’au dix-neuviéme siécle. Ces
controverses portent sur le zéro et les nombres négatifs. Nous allons d’abord illus-
trer les problémes rencontrés par un textédscalextrait d’'un article tout a fait
remarquable de clart®e I'esprit géomeétriqué¢l1657).

PASCAL : le zéro et les négatifs

D’abordPascalest un des premiers a affirmer qu’on ne peut pas tout définir en
mathématiques et qu'il faut, sous peine des définitions circulaires que I'on trouve
dans tous nos dictionnaires, partir de termes non définis.

...C’est ce que la géométrie enseigne parfaitement. Elle ne définit
aucune de ces choses, espace, temps, mouvement, nombre, égalité,
ni les semblables qui sont en grand nombre, parce que ces termes-
la désignent si naturellement les choses qu’ils signifient, a ceux qui
entendent la langue, que I'éclaircissement qu’on en voudrait faire ap-
porterait plus d’obscurité que d’instruction. ..

Les nombres font donc partie de ces termes non définis car évidents. Si nous
lisons la suite du texte, nous ne pouvons que constater notre accord avec ce que

3Euler, Lagrange D’Alembert entre autres.
4voir l'article de Friedelmeyeret I'article trés complet d&ilain sur I'histoire du théoréme
fondamental de 'algébre.



dit Pascal

De méme, quelque grand que soit un nombre, on peut en concevoir
un plus grand, et encore un qui surpasse le dernier; et ainsi a I'infini,
sans jamais arriver a un qui ne puisse étre augmente. Et au contraire,
guelque petit que soit un nombre, comme la centiéme ou la dix mil-
lieme partie, on peut en concevoir un moindre, et toujours a I'infini,
sans arriver au zéro ou néant. ..

Tous les exemples utilisés pRascalsont des entiers ou des fractions deé-
cimales. Bien sOrPascalest conscient que sa notion de nombre est différente
de celle dEuclide qui définit un nombre commene multiplicité d’unitéset ne
compte ni I’unit@, ni les fractions au rang des nombres. Ce qui entraine que,
chezEuclide si on peut toujours trouver un nombre qui en surpasse un autre, par
contre, il y a un plus petit nombre a savoir la plus petite multiplicité, c’est-a-dire
2:

Car, afin qu’on entende la chose a fond, il faut savoir que la seule rai-
son pour laquelle l'unité n’est pas au rang des nombres eSuglitie

et les premiers auteurs qui ont traité I'arithmétique ayant plusieurs
propriétés a donner qui convenaient a tous les nombres hormis l'unité
...ont exclu l'unité de la signification du mot nombire. ..

Pascaltrouve une solution a ce probleme en montrant par un argument théo-
rique euclidien que I'unité et les fractions font partie des nombres.

Au contraire I'unité se met quand on veut au rang des nombres, et les
fractions de méme .. .puisque l'unité peut, étant multipliée plusieurs
fois, surpasser quelque nombre que ce soit, elle est de méme genre
gue les nombres. ..

Cet argument repose sur la définitioulu livre 5 des Eléments &uclidequi
deéfinit les grandeurs homogenes entre lesquelles on peut établir un rapport et dit
que l'unité et les fractions sont homogénes aux entiers. La différence avec notre
conception des nombres est manifeste dans la phrase suivante :

Le zéro n'est pas du méme genre que les nombres, parce qu’étant
multiplié, il ne peut les surpasser. ..

Le méme argument définit aussi les nombres négatifs comme hétérogenes aux
entiers et donc exclus du champ des nombres. En effet, on peut ajougertant
de fois qu’on veut, on ne pourra jamais dépasser un entier naturel.
Sur cette question du zéro, Christillouzela écrit un articlel’invention du
zérd ou il dit :
SHallezet Norton, «un» est-il un nombre @ans La mémoire des nombres
5Pour la science, octobre 1996.




La présence d’'une absence, matérialisée par le zéro, illustre et contient
'essence des mathématiques.

Le modele des biens et des dettes

Pour ceux qui admettent 'usage des nombres négatifs, les grandes difficultés
sont de justifier vis a vis de leurs détracteurs :

— l'existence de quantités négatives isolées : si zéro c’est «rien», une quantité

négative est «moins que rien». Quel sens lui donner ?

— laregle des signes pour le produit. Lusage du modele des gains et des pertes
introduit naturellement I'addition, mais pose probléme pour la multiplica-
tion. Quel sens a une phrase commaine dette multipliée par une dette
donne un bien ?» Eulexn 1770 écrit dans sdntroduction compléte a l'al-
gebreque soustraird revient a ajouter-b puisque«annuler une dette si-
gnifie la méme chose qu’offrir un présent»

Pendant toute cette période, on note des confusions entre signe du nombre
et signe opératoifé La relation d'ordre pose aussi probléme. On trouve dans
IEncyclopédie Diderot D’Alembei I'article négatif écrit par D’Alembert la
comparaison de deux dettes. Si nous réfléchissons un peu nous constatons que
lorsque nous disons qu’une dette est plus grande qu’une autre, nous associons a
la plus grande dette un nombre négatif plus petit qu’a la plus petite dette. La re-
lation d’ordre sur les dettes n’est pas la relation d’ordre sur les négatifs. Encore
une fois ce modele ne conduit pas a la droite des réels, mais a deux demi-droites
orientées en sens contraire, et donc suivant la logigueadeala des grandeurs
hétérogenes.

La critique de ce modéle est importante et son abandon nécessaire dans I'en-
seignement. Si un enfant conserve ce modéle comme image des nombres positifs
et négatifs, il sera conduit aux paradoxes et aux non-sens auxquels se sont heurtés
les mathématiciens dans I'histoire.

Acceptation pragmatique ou rejet ?

La solution trouvée pdbescarte®u d’autres mathématiciens commiélem-
bert dans I'encyclopédie, consiste a dire que I'obtention d’'une racine négative
pour une équation correspond a un probléme concret mal pose. Il suffit de le poser
autrement, ce qui revient a prendre pour inconnue I'opposée de la précédente, pour
obtenir une racine positive. Le probléme est ainsi évacué. Un autre argument se

’Gaud et Guichard Apercu historique sur les nombres relatéfs le fascicule de I''REM de
Poitiers qui donne de nombreux extraits des positions de différents auteurs.



développe avec l'usage des coordonnées. Il consiste a dire qu’'un nombre négatif,
si le positif est porté vers la droite sur I'axe est, lui, porté vers la gauche.

Pour certains auteurs comrmenaud ou plus tardCarnot, la solution trouvée
est en général de dire que I'usage des nombres négatifs doit étre rejeté car sus-
ceptible d’introduire des contradictions. Le nombre étant vu en relation avec une
opération de dénombrement ou de mesure, une grandeur ne peut étre plus petite
gue 0 car cela revient a concevoir une quantité négative comoies que rieret
c’est effectivement une impasse.

La tentative d’extension aux nombres négatifs de toutes les propriétés connues
pour les nombres ordinaires, en particulier certaines inégalités conduisent a des
absurdités. Voici deux exemples d’arguments employés par les détracteurs des
nombres négatifs :

— On appligue comme critére de comparaison qu’une fraction est plus grande

guel si son numérateur est plus grand que son dénominateur.

Donc —1 doit étre a la fois plus petit et plus grand guece qui est contra-
dictoire. Un mathématicien comnweallis qui acceptait les négatifs écrivait
dans sorithmetica infinitorumen 1655, en employant le méme argument,
gu'ils devaient étre a la fois inférieurs a zéro, tout en étant infinis, puisque
le rapport? estinfini, et que le dénominateur diminuant s'il devient négatif,
la fraction augmente.

— On appligue comme critere de comparaison de deux nombres gu'’ils sont
rangeés dans le méme ordre que leurs carrés, cofreseplus grand qué,
on doit conclure que-2 < —3. Mais si j'ajoutel a un nombre, je I'aug-
mente. Or a I'évidence-2 = —3 + 1 entraine que-2 est plus grand que
—3. Nouvelle contradiction.

Justifications correctes

Les justifications correctes consistent a introduire des nouveaux nombres et
a étendre les régles opératoires usuelles sur les nombres de fagon a conserver
la commutativité, 'associativité et la régle de distributiffit®ans ce processus
certaines inégalités ne sont pas conserveées.

Dans I'enseignement, il est nécessaire de bien réfléchir aux modeles dits concrets
et aux difficultés qu’ils peuvent engendrer chez les éléves. Si on tient a un modeéle

8argument développé pour la premiére fois en 1867H=keldansThéorie du systéme des
nombres complexes



concret, il est possible d'utiliser le modéle défini par JaSkﬂ utilisant des lon-
gueurs et des rectangles orientés qui a le mérite de fonctionner a la fois pour I'ad-
dition et la multiplication et d’étre cohérent avec I'orientation du plan. Ce modéle
a l'inconvénient de ne pas étre en conformité avec les programmes actuels qui
étalent sur plusieurs années la graduation d’'une droite et I'introduction des diffé-
rentes opérations sur les négatifs. De toute fagon, I'enseignant doit réfléchir aux
implications des modeles qu'il utilise, car ceux-ci peuvent étre fixés par les éleves
en lieu et place de la notion de nombre négatif qu’'on veut introduire.

4 Lesnombres complexes : nouveaux développements
et crises

L'exponentielle complexe

Euler en 1740 considere des exponentielles de la fartheavecz réel ety
purement imaginaire. Il donne la formule :

1
cosx = —(e™V 7T 4 77V

En 1748 il établit la formule :
eVl — cosz ++v—1sinxz

Cette formule, quand on fait = 7 donne :

eﬂ'\/jl - 1

gue TobiadDantzigqualifie

[dJunion mystérieuse dans laquelle I'arithmétique est représentée par
0 etl, 'algébre parn/—1, la géométrie pat et 'analyse pae.

Ce symbole mystérieuy/—1 établit un lien entre les différentes parties des ma-
thématiques.

Ces formules ont été établies en utilisant des développements en séries for-
melleﬂ sans s’occuper de question de convergence et ces calculs sont étendus
a des nombres complexes. Cependant le statut des nombres complexes, comme
celui des négatifs est source de difficultés. Ces difficultés se traduisent par de
nombreuses controverses qui montrent la nécessité de fonder rigoureusement ces
«nombres».

9 Sip, Les nombres relatifs dans le premier cycle
10d¢ja utilisés paNewtonet Leibniz
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Nouvelle notation des imaginaires

Euler propose en 1777 la notatien+ bi pour éviter les confusions avec le
calcul de racinesEuler propose notre notationa la place de/—1. En effet, il y
avait une contradiction entre I'utilisation des regles de calcul avec les radicaux et
des régles de calcul avec les imaginaires :

VX V3= VB

et non/6, si on appliquait les régles de calculs des radicaux. Cette notation sera
adoptée paGausset universellement acceptée apres. Ce probléme d’'incompatibi-
lité des régles de calcul sur les radicaux et sur les imaginaires est donc résolu par
un changement de notation avec I'introduction du symbetd’'usage du symbole

\/ est réservé aux seules quantités positives.

Logarithmes des nombres imaginaires

Girard en 1629 énonce le principe de permanence dan&ntion nouvelle
en algébre et cet argument sera constant au 18-siecle«<rdéeours aux raisons
tirées de la généralité de I'algébreka premiere crise concernant I'extension aux
nombres complexes des opérations admises pour les nombres réels survient lors
de I'extension des logarithmes aux nombres complexes.

Ces logarithmes se sont présentés naturellement dans la théorie de I'intégra-
tion des fractions rationnelles, du moment qu’on étend aux hombres complexes
les calculs qu’on fait avec les autres nombres. Ces logarithmes sont introduits a
I'aide des séries formelles, (utilisées sans considération de convergence).

n

e = Z %
n(1+2) =3 (-1

n
Formule que_eibnizapplique en faisant = —2

In(—1) =In(1 4 (=2) = -2 — = — = — =

Cette somme ne pouvant a I'évidence étre ni un nombre positif ni un nombre
négatif,Leibnizconclut que ce doit étre un nombre imaginaire.

En utilisant le principe de permanence, on admet I'existence d’une fonction
L(z) définie pourz non nul et possédant les propriétés suivantes :

* el®) = 2 c’estla réciproque de I'exponentielle ;
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* elle vérifie I'équation fonctionnelle :
L(z2') = L(z) + L(%)

* elle vérifie I'équation différentielle :

ar =%
z

Ceci conduit & un certain nombre de contradictions que nous allons illustrer
parln(—1). Voici deux calculs de ce nombre impossible :

™Vl = —1, doncL(—1) = my/—1

(=1)> =1, donc2L(—1) = 0 etL(—1) =0

Cette extension aux nombres imaginaires des logarithmes fait apparaitre un
phénomene nouveau qui sera I'objet de violentes controverses lasiknaiz et
JeanBernouilli entre 1712 et 1713 avant d’étre élucidé gader en 1749. On
trouve cette controverse dans le textEwler et dans son étude pserley] Di-
sons que les arguments échangés reposent tous sur des calculs qu’aujourd’hui
nous interdisons dans lI'enseignement, a savoir d'utiliser des séries sans s'étre
d’abord assurés de leur convergence. La soluti@uldr consiste a dire que le
logarithme d’'un nombre compleposséde une infinité de déterminations, défi-
nies a2ikm pres.

L(a +ib) = L(pe®) = L(p) + i(0 + 2kn)

Si un nombre est réel positif, parmi ses logarithmes, il en posséde un qui est réel.
La solution dEuler ne fut pas acceptée facilement.

Ces difficultés, loin de conduire les mathématiciens a 'abandon de ces nombres,
vont accroitre le désir des mathématiciens de trouver un statut pour ces nombres
impossibles. Comme le seul fondement légitimé des mathématiques est encore
celui d’Euclideet en particulier le livre 5 sur les rapports de grandeurs, des ma-
thématiciens vont chercher a étendre cette théorie pour pouvoir y incorporer les
rapports de nombres de signes quelconques et les rapports de nombres complexes.

5 Justification des nombres impossibles

Il faut attendre le début du dix-neuvieme siecle pour qu’une justification ma-
thématique correcte des nombres imaginaires (et en méme temps des négatifs)

1L a controverse des logarithmes négatifs et imaginaires
2comme la mesure d’un angle défini@far pres.
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voie le jour. La premiére théorie géomeétrique est I'ceuvre de plusieurs mathé-
maticiens presque inconnus, travaillant indépendamment. Aprés un premier essai
de Wallis (1685), qui pressent comment représenter les nombres complexes par
des points du plan, sans savoir comment représenter les opérations, deux expo-
sés complets sont I'ceuvre du dandiesse(1798) et du suissArgand(1806) et
passent presque inapercus. En 1813, suite a une lettre d’'un dérfenamgéisau
journal de GergonnéArgand fait connaitre son travail par cette revue. D’autres
mathématicierf§] publient leurs recherches sur la représentation géométrique des
nombres complexes dans les premieres décennies du siécle. Lorsqu’on examine
le travail d’Argand on y voit I'extension de la théorie euclidienne des rapports
de grandeurs aux grandeurs dirigées. Cependant cette justification subordonne les
nombres complexes a la géométrie, ce qui est peu satisfaisant au point de vue
logique.

Des mathématiciens plus connus développent des justifications de type algé-
brique et arithmétique, qui seront acceptées apres les prises de posiGaniske
et deCauchy Gaussavait une justification qu’il n’a jamais publiée : lestiers
de Gausq1831) qui désignent les points a coordonnées entieres dans le plan
s’écriventa + ib aveca et b entiers, prouvent qu’il utilisait cette représentation
géométrique des nombres complex@ausspropose aussi 'abandon des conno-
tations, «impossibles», «imaginaires» qui avaient été associées a ces nombres
jusque la et appelle ces nombres, «nombres complexes», nom adopté depuis lors.
Hamiltonen 1837 justifie les nombres complexes comme des couples de nombres
réels sur lesquels il définit une addition et une multiplicatidauchy en 1847
montre que travailler avec des nombres complexes revient a travailler sur des po-
lynémes en la variableen remplacant toutes les fois que cela est possibjer
—1.

Cette époque voit débuter un formidable développement de I'analyse com-
plexe. E.Cartana écrit un article remarquable et tres com@e‘mr I'histoire des
nombres complexes qui sert encore de référence aujourd’hui.

ARGAND et les grandeurs dirigées

Nous allons nous attarder sur la justificatioddjand™ car c’est une tentative
d’extension de la théorie des proportion&dctlide Nous présentons seulement

13Buéeen 1805 Mémoire sur les quantités imaginaire¥varrenen 1828 Traité sur la repré-
sentation géométrique des racines carrées des quantités négdtatasé Moureyen 1828 La
vraie théorie des quantités négatives et des quantités prétendument imaginaires

14g, Cartan, Nombres complexes

5 Nous utilisons le livre édité aux éditions Blanchard qui comporte, outre les deux textes
d’'Argand des textes déloliel et ltard en préface et en postface des lettres qui refletent les dé-
bats parus dans les annales de Gergonne.

13



les idées essentielles pour situer le text#&rgand

L'idée fondamentale d&rgandest d’étendre la théorie des rapports de gran-
deurs dEuclide a des grandeurs dirigées. Sa premiére étape est de justifier les
grandeurs négatives en les inscrivant sur un axe et également en utilisant le mo-
dele d’une balance. Ensuite, il s’attache a justifier les proportions :

+1 -1 +1 -1

- = et =

+1 -1 -1 +1
Un rapport de deux grandeurs égales de méme direction ou de directions opposées
se voit donc attribuer un signe plus ou un signe moins, suivant que les lignes sont
de méme sens ou opposées.

Puis le probléeme drgandest de trouver une moyenne proportionnelkntre
+1 et—1, c’est a dire de trouver une grandeur dirigée qui réalise la proportion :
+1

T -1

Soit K lorigine, A et I les

points de I'axe des de coordon-

néest1 et—1. Il fait la construc-

tion de la hauteurK E du tri- E

angle rectangle isocéle de base

Al. On peut dire suivant le lan-

gage des proportions qu€A est

a KE commeKE est aKI,

puisque ceci est vrai en gran- 1
deur absolue et que au niveau 1 K A
des directions, I'angle entr& A

et KF est égal a l'angle entre

KEetKI.

Y

Il montre qu’entre les grandeurs précédentes, il peut insérer autant de moyennes
gu’on veut, ce qui revient a placer des directions d’a@gldl généralise et définit
une grandeur dirigée par sa longueur et son angle AutcCela le conduit aux
deux représentations des grandeurs dirigées, soit sous ladornie soit sous la
forme pe®®, a définir 'addition et la multiplication des grandeurs dirigées et a re-
trouver toute la trigonométrie ordinaire. En résumée, le rapport de deux grandeurs
KM et KN estdonné en grandeur par le rapport des longueurs et en direction par
I'angle entreK M et KN, c’est-a-dire par la différence des ang(ésA, K M) et
(KA, KN). On adonc bien la les débuts du calcul vectoriel dans le plan.
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L'extension a I'espace

Dans son texte de 1813, outre les développements précédents, il montre le
théoreme fondamental de I’algé@eet propose une extension a I'espace des
grandeurs dirigées. Son idée est la suivante : aux grandeurs dirigées du plan sont
associées une grandeur réelle et un angle réel. Les grandeurs non portées par I'axe
sont imaginaires. Pour obtenir des grandeurs qui ne sont pas dans le plan de coor-
données, il suffit de prendre une grandeur réelle et un angle imaginaire.

La théorie dArgandassocie aux nombres complexes des entités géometriques,
nos vecteurs du plan. Le probleme de I'extension a I'espace des grandeurs dirigées
est posé deés les premiers textes et vont conduire a I'élaboration du calcul vectoriel.
Celui-ci sera I'ceuvre indépendamment de deux mathématicielasnilton qui
publie en 1844lements of quaterniorst Grassmanrqui fait paraitre la méme
année son calcul d’extensiobje lineale Ausdehnungslehopii ne se situe pas
dans le domaine numérique. L’oeuvre@lmssmanm ne sera connue qu’apres sa
redécouverte paPeand a la fin du 19-iéme siécle.

HAMILTON et les quaternions

Hamiltona eu toute sa vie la préoccupation d’écrire pour I'algébre I'équivalent
des Eléments d’Euclide pour la géométrie. Il a fourni une justification algébrique
des nombres complexes par les couples. Tout de suite apres, il se préoccupe de
I'extension a I'espace, avec l'introduction de triplets, et fait en 1843 l'inventaire
des propriétés qu'ils doivent vérifier. A la fin de cette année 1843, il comprend
gu’il doit introduire non des triplets mais des quadruplets de nombres, qu'il ap-
pelle les quaternions. Un quaternion est un nombre zi + yj + zk ol w, x,

y, z désignent des nombres réels et, £ forment un triedre orthonormé direct :
la somme vérifie les lois habituelles et le produit vérifie les lois habituelles de
distributivité... sauf la commutativité. On pose les relations :

2=2 =k =1
ij=k, jk=i, ki=j, ji=—k kj=—i, ik=—j

Cette découverte est fondamentale et fait sensation : c’est le premier systéme de
nombres non contradictoire qui ne vérifie pas toutes les propriétés habituelles des
opérations.

6démonstration intéressante mais qui présente une faille.

"Dorier, Grassmanet la théorie I'extension

18peanqg Calcolo geometrico secundo I'Ausdehnungslehre dGrassmanmprecedutto dalle
operazioni della logica deduttiva
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Hamilton distingue dans le quaternion le scalairdde scale, échelle de va-
leurs) et le vecteuri + yj + zk. Voyons ce que donne le produit de deux quater-
nions réduits a des vecteurs :

vx v = (xi+yj+ zk)(2'i + 5+ 2'k)

vx v =—(za' +yy + 22') + (y2' — 2y )i + (22" — x2')j + (2y' —y2 )k

Hamilton distingueS(v, v’), partie scalaire de x v/, ('opposé de notre produit
scalaire actuel) ét' (v, v'), notre produit vectoriel actuel.

Nombres ou vecteurs geométriques ?

Avant que le travail dé&srassmanme soit connu, les quaternions étaient le
seul moyen de travailler avec les vecteurs de I'espace. Un texte remarquable de
Maxwellillustre I'intérét qu’il porte a ce nouveau calcul et les limites qu'il lui
voit. Maxwell écrivit ses équations en 1860, avec les coordonnées et les réécrira
plus tard en 1873 a la fois en utilisant les composantes et en notations tirées du
calcul des quaternions dans Sbmité d’Electricité et de magnétismée reproduis
un grand passage de la préface de I'Edition de 1889 texte admirable du point de
vue historique sur les méthodes mathématiques de la physique qui exprime bien a
la fois I'intérét des quaternions et leurs limites.

MAXWELL et les quaternions

Relation entre les quantités physiques et les directions de I'espace
Pour distinguer les différentes especes de quantités physiques, il est
tres important de connaitre quelle est leur relation avec la direction
des axes de coordonnées dont on se sert d’habitude pour définir la
position des objets. Lintroduction des axes de coordonnées en géo-
métrie, due @escartesa été un des plus grands progres faits dans
les mathématiques, car elle a ramené les méthodes de la géométrie
a des calculs portant sur des quantités numériques. On fait dépendre
la position d’un point de la longueur de trois lignes toujours tracées
dans des directions déterminées, et, de méme, on considere la ligne
qui joint deux points comme la résultante de trois autres lignes.

Onreconnait la la description d'un repere orthonormé, des coordonnées d’un point
et des composantes d’'une «ligne» joignant deux points.

Mais souvent en physique, pour raisonner, et non plus pour calculer,
il est désirable d’éviter I'introduction explicite des coordonnées car-
tésiennes, et il est avantageux de fixer son attention sur un point de
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I'espace pris en lui-méme, et non plus sur ses trois coordonnées, sur
la grandeur et la direction d’'une force, non sur ses trois composantes.
Cette maniére d’envisager les quantités géométriques et physiques est
plus naturelle que I'autre, et se présente d’abord a I'esprit ; néanmoins
les idées qui en découlent ne regurent pas leur entier développement,
jusqu’au jour otHamiltonfit un deuxieme grand pas dans I'étude de
I'espace, par l'invention de son calcul des Quaternions.

L'opposition entre raisonner en physique et non plus calculer est d’'une brdlante
actualité dans I'enseignement ou le refuge des étudiants est de se précipiter sur
I'application de formules! On pense aussi au texte de GHpissauter a pieds
joints sur les calculs...»

Comme aujourd’hui les méthodes Bescartessont encore les plus
familieres a ceux qui étudient les sciences et qu’elles sont en réa-
lité les plus avantageuses pour le calcul, nous exprimerons tous nos
résultats sous la forme cartésienne ; mais je suis convaincu que l'in-
troduction desdées deHamilton, prises en dehors des opérations

et des méthodes des quaterni@;mous seront d'une grande utilité
pour I'étude de toutes les parties de notre sujet, et en particulier de
I'Electrodynamique, ol nous avons a considérer un certain nombre de
guantités physiques dont les relations peuvent s’exprimer bien plus
simplement par quelques mots du langageHdenilton que par les
équations ordinaires.

Les idées dédamilton prises en dehors des opérations et des méthodes des qua-
ternions ! Formule remarquable ghtaxwellexplicite dans le paragraphe suivant.
Quelles sont ces idées qui lui paraissent si importantes ?

Un des traits les plus importants de la méthoddHanilton est la
division des quantités estalaireset vecteurs

Une quantité scalaire est susceptible d’étre entierement définie par
une seule donnée numérique. Sa valeur numérique ne dépend en au-
cune facon de la direction attribuée aux axes de coordonnées.

Un vecteur ou quantité ayant une direction exige, pour étre défini,
trois coordonnées numériques, ce dont on peut se rendre compte le
plus aisément en les considérant comme se rapportant a la direction
des axes de coordonnées.

Dans cette préfacdjaxwellprésente I'ensemble des méthodes mathématiques de
la physique. On comprend au travers de ce texte, I'échec de déajudtonavait

Breproduit dans le livre de \MahammegdRésolution des équations algébriques
20s0uligné par moi.
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considéré comme la grande ceuvre de sa vie, écrire ces Eléments d’Algébre qui
joueraient pour la science au dix-neuviéme siécle le réle que les Eléments d’Eu-
clide avaient joué depuis I'antiquitélamilton a milité activement pour I'usage
des quaternions et en a montré les multiples applications en phy$ajt& pour-
suivi cette ceuvre. Les quaternions sont des nombres et je serais tentée de définir
le travail deHamiltoncomme une tentative pour algébriser la physique.

Ce n’est pas le lieu de retracer ici I'histoire du calcul vect@fleAu début du
siecle, un trés vif débat s’est engagé parmi les mathématiciens et les physiciens
sur le choix des quaternions ou sur le choix du calcul vectoriel défirP@anoa
la suite de sa redécouverte du travail@GassmanB3 Le travail deGrassmann
et Peanose situe a la naissance du calcul vect@eictuel, calcul de type géo-
métrique. Toutefois, on voit ici que l'interpénétration des domaines numeériques,
algébriques, géométriques et physiques fait partie de 'essence méme de la science
mathématique et physique actuelle.

21en ai fait un résumé dans mon artidle calcul vectoriedansLa rigueur et le calcul

22yoir Crowe Vector analysis

23Un nouveau livre vient de paraitre sous la direction de Dominijament: Le nombre, une
hydre a mille visages, entre nombres et vecteurs
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