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Le Théoréme de Hahn-Banach
et ses conséquences

1 La forme analytique du Théoréme de Hahn-
Banach

La a forme analytique du Théoréme de Hahn-Banach est un théoréme per-
mettant de prolonger des formes linéaires définies sur un sous-espace vectoriel,
en gardant un controle sur le prolongement quand il y en avait un sur la forme de
départ ; en particulier si 'espace est normé et la forme linéaire est continue, on
peut la prolonger en une forme linéaire continue sur tout I’espace, et en gardant
la méme norme.

Théoréme 1.1 (Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique)

Soit E un espace vectoriel sur K =R ou C, et soit p une semi-norme sur
E.

Soit G un sous-espace vectoriel de E et ¢: G — K une forme linéaire telle
que :

o) <p(z), VreGl.

Alors il existe une forme linéaire p: E — K prolongeant ¢ et telle que :

[6@) <p(x), VoeE|

On aura en fait besoin d’une version un peu plus forte. Pour cela, on dira :

Définition 1.2 On dit que p: E — R est une sous-norme si, pour tous x,y €
E:

1) p(Az) = Ap(x) , pour tout A positif ou nul;

2) p(z +y) <p(x) + p(y).



On a alors :

Théoréme 1.3 (Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique forte)
Soit E un espace vectoriel réel et p une sous-norme sur E.
Soit G un sous-espace vectoriel de E et p: G — R une forme linéaire
vérifiant :

’cp(x) < plz), VxeG\.

Alors, il existe une forme linéaire ¢: FE — R prolongeant ¢ et vérifiant
encore :

’@(x) <p(a), ver\.

11 faut noter que dans cette version, l'inégalité concerne (z), et pas sa valeur
absolue.

Toutefois, lorsque p n’est pas seulement une sous-norme, mais une semi-
norme, on a p(—x) = p(z) ; donc, lorsque V'espace E est réel, si I'on a :

¢(z) <p(x), Veek,
on a en fait :
[p(x)| <p(z), VeekE.
Lorsque K = R, le Théoréme 1.1 découle immédiatement du Théoréme 1.3.
La preuve utilise le :

Lemme de Zorn. Tout ensemble ordonné inductif, non vide, posséde un élé-
ment mazximal.

Rappelons que l'ordre est inductif si toute partie totalement ordonnée pos-
séde un majorant.

Preuve du Théoréme 1.3. Soit :
Hsev.de FEet GC H
L= {1/;: H =Dy — R; {1/] linéaire, Vg = ¢ et ¥(x) < p(z), Vo € H }

On munit P de la relation d’ordre définie par :

P <Py = (le C Dy, et 19 prolonge %)

Alors :
a) B # 0 car p € P;

b) P est inductif car si Q est une partie totalement ordonnée de 3, on pose :

H,, = | Dy
PeEQ



et :
¢m($) = w(-r) si 'Qb S Q et x € Dw.

Comme Q est totalement ordonné, H,, est un sous-espace vectoriel de F
et ¥, : H — R est bien définie et est une forme linéaire sur H,,. ¥, est alors
visiblement un majorant de Q.

Soit alors ¢ un élément maximal de .
Il reste a voir que D = Dy est égal a E tout entier.

Supposons que non : D # E. On peut alors choisir un zy ¢ D.
On va chercher o € R de sorte que, si ’'on pose :

H =D+ Rxy
Y(x+txg) =¢(x)+ta, ze€D,teR,

alors ¢p € P. Cet élément 9 serait un majorant de @, avec ¢ # @ (puisque
Dy = H contient x¢ qui n’est pas dans D = D) : cela contredit la maximalité
de .

Cette contradiction montre que D = F et donc le Théoréme 1.3.

Pour obtenir cet o, remarquons que ¥ € P si et seulement si :
@(x) +ta < p(x +txg), VxeD, VteR.
Mais, pour avoir cela, il suffit de 'avoir pour t =1 et t = —1:

¢(x) — a < p(x — o)
{ 3(z) + o < ple + o) Vr € D.

En effet, on aura alors :

P(x) + ta
t{@(%) +a} Stp(%+xo) =p(z +txg), sit>0
) (_t)[@(—%)—a]<(—ﬂp<—%—xo):p($+ta¢0), sit<0

(et sit=0:@(z) < p(z) car p € P).
Il suffit donc de pouvoir choisir « tel que :

sup{p(z) —p(z — o)} < a < nf {p(y +20) — 2(y)},
€D ye

ce qui est possible car :

P(r) +¢(y) = ¢(z +y) < plr +y) < p(z — x0) + (Y + 20)

pour tous z,y € D.

Le Théoréme 1.3 est donc prouvé. O



Preuve du Théoréme 1.1 dans le cas complexe. On utilise le lemme sui-
vant, dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme 1.4 Soit E un espace vectoriel complexe, et Er [’espace vectoriel réel
sous-jacent.

a) Siv: E — C est une forme linéaire compleze, alors w = Rev: Eg — R
est une forme linéaire réelle et :

v(x) = u(z) — iu(iz), Vo € E. (%)

b) Inversement, siu: Eg — R est une forme linéaire réelle, alors la formule
(x) définit une forme linéaire complexe v: E — C.

Appliquons alors le Théoréme 1.1 & Eg pour obtenir u: Fr — R prolongeant
Re ¢ et telle que |u(z)| < p(x) pour tout x € E. La forme linéaire complexe v
associée prolonge alors ¢, grace a la formule (x). De plus, si § = 6, € R est tel
que |v(z)| = e ?v(z), on a :

lv(z)| = e ¥u(z) = v(efwx) = u(efwcc),
car v(e”"z) € Ry, et donc :

lv(x)| = u(efwx) < p(efwzzr) = p(z). O

2 Quelques conséquences de la forme analytique
du Théoréme de Hahn-Banach

Nous allons donner une série de conséquences du Théoréme de Hahn-Banach,
toutes trés importantes.

Dans tout ce qui suit, E sera désormais un espace normé.

Théoréme 2.1 Toute forme linéaire continue sur un sous-espace G de E
se prolonge en une forme linéaire continue sur E tout entier, avec la méme
norme.

Preuve. Soit g € G* et C = ||po||g=. 1l suffit d’appliquer le Théoréme de
Hahn-Banach avec la semi-norme p(z) = C ||z 5. O

Théoréme 2.2 Pour tout x € E, non nul, il existe ¢ € E* telle que ||| =1
et () = ]

Preuve. Il suffit de prendre p(z) = ||z||, G = Kz et pog(Ax) = ||z|| A O



Corollaire 2.3 Pour tout espace vectoriel normé E, le dual E* sépare les
points de E.

Preuve. Si x1 # g, alors x = 1 — x9 # 0; il existe donc ¢ € E* telle que
o(z) = ||lz]| # 0; donc p(z1) # p(w2). O

Remarque. Ce n’est pas le cas pour des espaces plus généraux : par exemple,
I'espace L'/2(0,1), muni de la distance :

d(f.g) = / () — ()] dt

est un espace vectoriel topologique n’admettant aucune forme linéaire continue
non nulle (ezercice).

Corollaire 2.4 On a :

[zl = sup [o(z)]|.
el <1

C’est une conséquence immédiate du Théoréme 2.2. Notons que la borne
supérieure est atteinte. C’est & comparer avec I'égalité :

lolle- = sup |o(x)],

z||g<1

qui est une définition, et dans laquelle la borne supérieure n’est pas atteinte en
général.

Corollaire 2.5 L’injection canonique :

1w E — B

r +— I

ot Z(p) = ¢(x), Vo € E*, est une isométrie.

1 est donc en particulier injective. Par contre, elle n’est pas surjective en
général ; nous verrons un peu plus tard quand elle I’est.

Preuve. On a :
~ déf C 1. 2.4
|Z]|g=- = sup Jo(z)] ="z, O
lell g <1



Théoréme 2.6 Si F est un sous-espace vectoriel fermé de E et xg ¢ F, il
existe ¢ € E* telle que p(x9) = 1 et p(x) = 0, Vo € F (c’est-a-dire que
F Ckery).

Preuve. Prenons G = F' + Kz et définissons pg(z + Azg) = A, pour z € F' et
A € K. Comme F est fermé, on a ¢ = dist (zg, F') > 0; donc :

1. 1
|po(x + Azo)| = |A| = gdlst (Azo, F) < gH)‘xO + x|,

de sorte que l'on peut la prolonger en ¢ € E*. O

Corollaire 2.7 Tout sous-espace vectoriel fermé est lintersection des hyper-
plans fermés le contenant.

Remarques. 1) Nous verrons un peu plus loin une généralisation de ce résultat
(Théoréme de Minkowski).

2) Un hyperplan H est fermé si et seulement si H = ker ¢, avec ¢ continue
(c’est-a-dire ¢ € E*), non nulle (ezercice).

3) Si E est complexe, toute ¢ € E* s’écrit :

p(r) = u(z) —iu(iz),
ot u = Re . Il en résulte que ’hyperplan, si ¢ n’est pas nulle, complexe :
ker ¢ = (keru) N [i(keru)]

est l'intersection de deux hyperplans réels. Remarquons aussi qu’il est de codi-
mension 1 dans F, et donc de codimension 2 dans Eg.

Le corollaire suivant sert trés souvent.

Corollaire 2.8 Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors xq € F si et
seulement si, pour toute ¢ € E*, on a :

o(z) =0, Ve e F = p(xo) =0.
En particulier, F est dense dans E si et seulement si, pour toute p € E* :

plx)=0,VeeF = ¢=0.




3 La forme géométrique du Théoréme de Hahn-
Banach

Il y a plusieurs énoncés géométriques, avec différentes hypothéses. Bien que
certains aient des versions “complezes” (pour les espaces vectoriels complexes),
c’est essentiellement un théoréme “réel”. Il permet de séparer des convexes (com-
pacts, fermés, ouverts, ...) disjoints par des hyperplans affines fermés.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Hahn-Banach, forme géométrique)

Soit E un espace vectoriel normé.

Soit C' et K deuz parties non vides de E disjointes et telles que C' soit
convexe et fermée, et K soit convexe et compacte.

Alors, il existe une forme linéaire continue ¢ € E* telle que :

sup Rep(x) < inf Rep(y) |.
zeC yeK

Remarque. On utilise trés souvent ce théoréme lorsque K = {z(} est réduit a
un point.

Remarque. Si o € R est tel que :

sup Rep(z) < a < inf Rey(y),
zeC yeK

on dit que hyperplan (affine, réel) fermé :
H,={x € E; Reyp(x) =a}

sépare, strictement, C et K.
Lorsque F est un espace réel, on dit qu'une partie de E est un demi-espace
fermé s’il existe ¢ € E*, non nulle, et a € R tels que cette partie s’écrive :

HIf ={z e E; o(z) > a}.



On notera que le signe > peut étre remplacé par < :
Hy ={z € E; (- ¢(x)) < (-a)}.

Lorsque 'espace est complexe, on considére sa structure réelle sous-jacente, et
l'on remplace donc ¢(z) par Re¢(x), ou par Im ().

Un corollaire immédiat du théoréme est 'important résultat suivant :

Théoréme 3.2 (Théoréme de Minkowski)
Toute partie convexe et fermée d’un espace vectoriel normé réel est
l'intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.

Preuve de la forme géométrique du Théoréme de Hahn-Banach. L’é-
noncé ne faisant intervenir que Re ¢, on peut supposer que E est réel.

On aura en fait besoin d’une autre forme géométrique.

Proposition 3.3 Soit E un espace vectoriel topologique réel. Soit C et ) deux
parties non vides disjointes de E telles que C' soit convexe et fermée et  soit
conveze et ouverte.

Alors, il il existe une forme linéaire continue non nulle p € E* telle que :

VeeC, VyeQ: o(x) < p(y).

En particulier :
S = sup p(r) < inf p(y) = I.
z€C yeR

Remarque. En particulier ce théoréme montre que 'existence de parties con-
vexes ouvertes non vides et différentes de I’espace tout entier “force” I’existence
de formes linéaires continues non nulles. C’est pourquoi dans les espaces vecto-
riels topologiques localement convexres (possédant une base de voisinages de 0
formée de convexes), il y a beaucoup de formes linéaires continues : elles séparent
les points de l'espace (sl est séparé).

Le fait que LY/2(0,1) ne posséde aucune forme linéaire continue non nulle
entraine que cet espace ne posséde aucun convexe ouvert non vide, & I’exclusion
de lui-méme.

Preuve du Théoréme 3.1. K étant compact et C étant fermé et disjoint de
K,ona:
d = dist (K,C) = inf dist (y,C) > 0.
yeK
Si I'on pose :
Q={zeFE,; dist (z,K) < d/2},



alors Q est convexe (car K lest : Q = K + é(&d/?)), ouvert, non vide (il
contient K), et disjoint de C. Soit ¢ la forme linéaire continue non nulle donnée
par la Proposition 3.3. On a :
yeKet|z]|<l= y+e(d/2)z€Q (e==1)
= ¢(y) = e[y +e(d/2)z] —e(d/2)p(2) > T - e(d/2)(2)
= oy) 2 I+ (d/2)|p(2)];

donc, pour tout y € K, on a, en prenant la borne supérieure pour tous les z de
norme < 1 :

e(y) = 1+ (d/2)l¢ll.
Alors :
Inf (y) > I+ (d/2)lell > 1,
puisque ¢ n’est pas nulle. Cela donne le résultat puisque I > S. O

Preuve de la Proposition 3.3. Fixons g € C et yy € €2, et posons :
['=(C—wz0) = (2—yo),

c’est-a-dire que I' = {(x — z9) — (y —y0); = € C et y € Q}). Clest un convexe,
et il est ouvert :
I'=J(-Q+yo—z0+2)
zeC

De plus 0 € T.

Utilisons alors le lemme suivant (dont la preuve est laissée en exercice).

Lemme 3.4 Soit E un espace vectoriel topologique, et soit I' une partie de E
convexe ouverte et contenant 0. Si ’on pose :

pr(z) =inf{t > 0; z €tl'},

alors pr est une sous-norme sur E, appelée la jauge, ou fonctionnelle de Min-
kowski, de I'. De plus :

a) I'={z € E; pr(z) <1};

b) pr est continue.

On notera que pr(z) < +oo car, I' étant un voisinage de 0, on a (1/A\)z € T’ pour
A assez grand ; d’autre part, la condition b) vient de ce que, pour tout € > 0, on
ael = pfl([O, e[), qui donne la continuité de p., en 0, d’ott la continuité partout

puisque |pr(z) — pr(y)| < pr(z —y).
Ecrivons maintenant zg = yg — xg, et considérons le sous-espace vectoriel :
G=R 20

et la forme linéaire 1 sur G définie par :

W(tzo) =t, VteR.



Alors zp ¢ T : comme zg = yo — o, si on avait 29 = (x — z9) — (¥ — %0)
avec x € C' et y € , on aurait x = y, et C' et § ne seraient pas disjoints. Par
conséquent :

pr(z0) 2 1.

Il en résulte que 'on a :

pour t >0 : (tzo) =t < tpr(z0) = pr(tzo),
pour t <0 : (tzg) =t <0< pr(tzo).

On peut alors appliquer le Théoréme 1.3 : il existe une forme linéaire ¢: £ — R
prolongeant v et vérifiant :

o(z) <pr(z), VzeE. (1)
En particulier :
zel = oprz)<l = op(2)<1.

Alors, pour tout x € C et tout y € €2, on a, puisque z =z —y+ 29 € ' et
puisque ¢(z0) = ¥ (z0) =1:

() = p(y) + ¢(20) = p(r —y + 20) < 1,

et donc :
e(x) < e(y).

I1 ne reste plus qu’a remarquer que ¢ est continue car, grace a (1) :
p(2)| = max{p(2), —p(2)} < max{pr(2), pr(—2)} < pr(z) + pr(—2),

et la continuité de pr, puis finalement que ¢ n’est pas nulle, puisque p(z9) =
¥(z0) = 1. O
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