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Godel l'avait (presque) prévu :

L'hypothése « indécidable »
du Continu serait « vraie »

par
F. Collot

L’hypothése du Continu demeure
un probléme ouvert depuis qu’elle
fut émise par Cantor au siécle der-
nier. Avec I'apparition des paradoxes
de la toute nouvelle théorie des en-
sembles, sa non résolution joua sans
doute un role éminent dans les accés
de folie qui assombrirent ses dernié-
res annees.

Auparavant Cantor avait défini le
conceptde « bon ordre » : un ensem-
ble est bien ordonné s'il est totale-
ment ordonné et si toute partie (i-e
tout sous-ensemble) non vide posseé-
de un plus petit (i-e un premier) élé-
ment. Exemple 'ensemble N des
nombres entiers naturels ordonnés
par grandeur (0,1,2,...).Ces entiers qui
sont bien ordonnés forment la pre-
micre suite de ce que Cantor a nom-
mé « ordinaux »: 0,1,2,...0. Cette
suite se continue par: o+1, 0+2,
w+3,...20,...30,...40,...00°%,...00% ... ©",
IO,

[l avait aussi montré que plusieurs
ensembles tels que I'ensemble Q des
nombres fractionnaires (dits ration-
nels) pouvaient étre mis en corres-
pondance biunivoque (on dit aussi
en bijection) avec les entiers natu-
rels, et donc qu'il était légitime de
considérer que QetNavaientle méme
nombre d’éléments (on dit méme
cardinal). Ce cardinal (ou la puissan-
ce de ces ensembles) est dit « infini
dénombrable » (ou simplement dé-
nombrable).

Par contre I'ensemble R des nom-
bres réels (entiers + rationnels + irra-
tionnels) ou celui des parties de N
(qu'on écrit P(N)) qui a la méme
puissance ne peuvent plus étre mis
en bijection avec les précédents
(exemple : si E est I'ensemble {a,b,c},
P(E) = {a,b,c, ab, ac, bc, abc, @)) : on
dit qu’ils ne sont plus dénombrables,
et plus précisément qu'ils ont la puis-
sance du continu. Or tous les ensem-
bles dénombrables peuvent étre bien
ordonnés. Mais la s'arréte le génie des
mathématiciens. On ne sait pas bien
ordonner R ou P(N).

L'Hypothése du Continu consiste
a affirmer (de méme que 'axiome de
Zermelo, bien que les deux soient
indépendants) que ces ensembles
peuvent étre bien ordonnés, et qu’ils
deviendraient (ce que n'indique plus
I'axiome) semblables a la suite de
tousles ordinaux dénombrables. L'en-
nui est que 'on ne sait pas préciser
quel peut étre ce « bon ordre », et que
dés lors on est dans I'impossibilité de
vérifier la seconde partie de I’hypo-
thése.

Hilbert, en 1900, la place en téte de
son fameux programme de proble-
mes a résoudre.

En 1966, Paul Cohen montre que
I’'Hypotheése est, selon les termes de
Godel, « indécidable » c’est-a-dire
non prouvable a partir des axiomes
de la Théorie des Ensembles (plus

précisément de la théorie formelle
qui en dérive). L'Hypothése semble
rentrer dans le cadre du théoréme
d’incomplétude de Godel qui mon-
tre que toute théorie non contradic-
toire est incompléte en ce sens qu'il
existe obligatoirement dans cette
théorie des propositions qui ne peu-
vent étre déduites de ses axiomes
(propositions indécidables qui peu-
vent cependant étre vraies ou faus-
ses).

L'auteur propose tout d’abord une
relation d’ordre sur P(N) qui permet
de bien ordonner les parties finies de
N (quisontdénombrables) et un sous-
ensemble dénombrable de parties
infinies, ce qui n’est pas un exploit
puisqu’on sait bien ordonner les en-
sembles dénombrables. Mais ensui-
te, il montrera comment, en suivant
le méme procédé, bien ordonner la
totalité des parties de N.

e Une relation de bon
ordre sur P(N)

Représentons les entiers naturels
par les lettres d'un alphabet infini :
a,b,c,...n..., ou n désigne par contre
un entier quelconque.

Premiére partition. Nous allons,
une premieére fois, diviser ’ensemble
des parties de N en sous-ensembles
distincts (i-e dont l'intersection est
nulle, opération qu’'on nomme « par-
tition »). Ces sous-ensembles rassem-
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-
bleront toutes les parties de N qui ont

le méme premier entier, et nous les
nommerons « clones ». Nous aurons
ainsi le clone a, le clone b, etc...

O O g m..

clonea cloneb clonec cloned

| onlitish

O-lacunaire  1-lacunaire 2-lacunaire ...
card.N card.N? card.N?

Partition en clones puis en sous-
ensembles iso-lacunaires

Deuxiéme partition. Elle consis-
te, pour un méme clone, a rassembler
dans un méme sous-ensemble les
parties possédant un méme nombre
d’entiers manquants (entre le pre-
mier et le dernier entier présent de la
partie quand ce dernier existe) appe-
lés « lacunes « et représentés par le
symbole O (exemple :la partie {1,2,4)
s’écrira {ab O d}) et se lira (a, b, lacu-
ne, d), la lecture classique étant (a, b,
d). Etrange idée, en apparence, que
celle de caractériser les parties d'un
ensemble précisément par ce qui leur
manque plutot que par ce qu’elles
contiennent ! Idée efficace néan-
moins et semble-t-il prometteuse.
Nous obtiendrons en effet une suite
de sous-ensembles « iso-lacunaires »
présentant 0,1,2,...n...]lacunes appe-
lés sous-ensembles O-lacunaires, 1-
lacunaires, etc...

Chaque sous-ensemble iso-lacu-
naire est constitué de suites de parties
ayant leurs lacunes a des rangs iden-
tiques, ordonnées par larelation d’or-
dre lexicographique « L ». Cet ordre
est celui des mots d'un lexique ot
chaque symbole ne pourrait occurrer
qu'une fois a l'intérieur d'un méme
mot. Cette restriction, qui n'existe
pas pour les mots d'un dictionnaire,
est due au fait que, par définition
d'un ensemble de parties, les élé-
ments (ici les nombres entiers) ne
doivent apparaitre qu’'une seule fois
dans chaque partie. Ainsi la partie (1,
3, 3) n’a pas droit a I'existence. C'est
pour en faciliter la compréhension
de leur succession par cet ordre L,
inspiré de celui du lexique, que nous
avons introduit une représentation
alphabétique des entiers naturels.
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Sous-ensemble O-lacunaire. Ain-
si la 1ére suite du clone « a » est :

a, ab, abc, abcd, abcde, ...
Son cardinal sera card.N .

Sous-ensemble 1-lacunaire. Ce-
pendant si nous continuions a utili-
ser l'ordre L, il nous serait impossible
de trouver une premiére partie qui
n’ait qu'une seule lacune. Aussi gran-
de que soit la partie possédant une
lacune, celle-ci étant rejetée a l'extré-
mité droite de la partie, il sera tou-
jours possible d’en trouver une plus
grande, qui dans l'ordre L devrait
précéder la premiére. Ainsi la partie :

abcdefghijk O m, qui dans le lexi-
que ne peut apparaitre qu'aprés la
premiére suite O-lacunaire, devra étre
précédée par la partie : abcdefghijkl
O n, parce que, dans le dictionnaire
le mot abedefghijkm est précédé par
le mot abcdefghijkln. Par contre les
parties succédant a celles-ci (et
n’ayant qu’'un seul entier apres la
lacune) verront cette lacune se rap-
procher de leur premier entier (ici :
a):

abcdefghij O 1, abedefghi O k, abedefgh O j,
abcdefg O, abcdef O h,abcdeOg,...a0c. (1)

Mais parvenue a ce deuxiémerang,
la lacune ne peut plus reculer. Aprés
a O ¢, nous trouverons bien d’autres
«mots » :a O cd, a O cde, a O cdef,
etc...Mais cette suite marque le terme
de toutes les suites de parties avec
une seulelacune (1-lacunaire). I1s’agit
d’'une derniére suite. Ainsi 'ordre
L nous procure un sous-ensemble de
suites infinies. Le premier terme de
chacune de ces suites ne posséde
qu’un seul entier présent apres la
lacune (cf suite (1)). Et c’est 'ordre
d’apparition de ces premiers termes
qui détermine celui des suites. Il exis-
te bien une derniére suite, mais pas
de premiére, et donc pas de bon or-
dre!

(abcde O g}, fabede O ghf, [abede O ghil, ...
{abcd O f], fabed O fg), fabed O fghl, ...
{abc O ¢}, fabc O ef], [abe O efg),...
{abOd), [ab O de}, [ab O def},...

[a0c}, {a0cd), (a0 cde,...

La solution saute a l'esprit. Pour
procurer un plus petit élément a ce

sous-ensemble 1-lacunaire, et lui as-
surer un bon ordre, il suffira de pren-
dre l'ordre lexicographique inverse
L'. On obtiendra alors successive-
ment tous les premiers termes de
chacune des suites constitutives de
ce nouveau sous-ensemble. Mais cha-
cun de ces premiers termes sera suivi
de parties ordonnées de nouveau se-
lon 'ordre L. Nous aurons ainsi :
Ordre L

[a0¢}, {aOcd], {aO cde},.. (ordre L)
{abOd}, {ab O de}, {ab O def},... (ordre L)
{abc O e}, {abc Oef], [abc Oefg), ... (ordre L)

Le cardinal de ce sous-ensemble 1-
lacunaire seraégal a card.N xcard.N =
card.N2.

Mais Cantor a montré qu’un tel
ensemble pouvait, par le procédé de
la diagonale, étre mis en bijection
avec la suite des entiers naturels. On
adonc card.N? = card.N et plus géné-
ralement card.N" = card.N , quelque
soit I'entier naturel n.

47
8  procédé de la diagonale
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Le premier cardinal ayant la puis-
sance du continu (celle de R ou de
P(N)) est card. NN (ou card.Nerd),

Sous-ensemble 2-lacunaire

En appliquant le méme procéde,
en représentant chaque entier pre-
sent par le symbole *, et en nous
bornant a écrire le premier terme de
chaque suite, nous obtenons un ler
sous-sous-ensemble :

*O0* (aulieudeaOOd)
*O*0O* (aulieudeaOcOe)
1‘0110*

toi*io*

Puis l'ordre L' fera apparaitre un
second sous-sous-ensemble :

11001‘
**O*Ot
i*o*iOt
iio*‘li‘o*

Puis un troisieme dont le premier
élément sera: *** O O *,... Le sous-
ensemble 2-lacunaire en totalité aura
donc le cardinal N* = card.N. Plus

£



fribune

généralement on démontre que le
cardinal d'un sous-ensemble n-lacu-
naire a le cardinal N™*! = card.N.

Ainsi apparaissent pour chaque
sous-ensemble n-lacunaire (avec n =
0, 1,2,...) un premier terme caractéri-
sé par le fait que l'ensemble des n
lacunes est rassemblé et borné par
deux entiers naturels, le premier étant
celui caractéristique du clone. Ces
termes doivent étre considérés com-
me d’authentiques éléments généra-
teurs du sous-ensemble correspon-
dant : une fois donnés cet élément et
les deux régles L et L, 'engendre-
ment de toutes les suites qui le cons-
tituent se déroule dans le bon ordre,
aboutissant au cardinal N**! caracté-
ristique de ce sous-ensemble.

» Difficultés liées au procédé

Mais tant que I'exposant reste un
nombre entier naturel, tant que le
nombre n de lacunes reste fini nous
n'aurons bien ordonné qu’un sous-
ensemble dénombrable de P(N). Nous
devons en conclure qu'il existe né-
cessairement dans P(N) un sous en-
semble d’éléments qui sont les par-
ties de N présentant une infinité de
lacunes (parties w-lacunaires). Une
telle affirmation ne peut d’ailleurs
pas surprendre quand on songe a
I'ensemble des nombres pairs, im-
pairs, premiers,...

Alors les choses se compliquent,
car il n’est pas possible, si nous vou-
lons maintenir notre procédé, de trou-
ver un premier élément générateur a
ce sous-ensemble w-lacunaire quisoit
compatible avec la définition des
entiers munis de leur ordre naturel.
En effet, notre définition des lacunes
nous impose un entier qui puisse
borner supérieurement I'ensemble de
celles-ci, mais un sous-ensemble de
lacunes infini ne peut pas étre borné
supérieurement par un entier naturel
(dont le rang quelque grand soit-il
reste obligatoirement fini) : ainsi la
partie {a O O O ... z} (avec z entier
naturel et oti les points de suspension
indiquent une infinité de lacunes),
ne peut exister.

La solution serait de1'écrire sous la
forme :a 0 O O ... ®, mais w n’appar-
tient pas a N. De plus, du fait du recul

pas a pas nécessité par l'ordre L' du
deuxiéemeentier présent (cf. plusloin),
et que ® n'a pas de prédécesseur im-
médiat (w-1 n’existe pas), le procédé

| devrait étre modifié en se bornant a

compléter par m chacune des parties
n-lacunaires (avec n entier naturel).
Mais alors entre ce nouvel ensemble
de parties complétées (et donc ayant
bien une infinité de lacunes), et celui
des parties non complétées, il existe
une bijection évidente qui signe sa
dénombrabilité.

e Une solution :
modifier l'ordre de N

Ce qui manque, en effet, a 'en-
semble N c'est la présence d’entiers
survenant « ultérieurement » auxen-
tiers de rang fini, et d’autre part la
possibilité pour ceux-ci d'avoir des
prédécesseurs immeédiats. Pour cela il
suffit de modifier 1'ordre de N. Ainsi
on peut commencer par écrire les
nombres pairs suivis des nombres
premiers (sauf 2) en ordre de gran-
deur deécroissant, suivis enfin des
entiers impairs qui ne sont pas pre-
miers par ordre de grandeur crois-
sant, ensemble désigné par N’ pour
éviter toute confusion :

Ni= (2,4, 6; 017 13, ¥)::71:8::3,; 0
1,9, 15;:21;:25;...}

Les entiers pairs seront dits « de
rang fini », ceux qui les suivent se-
ront dits « de pseudo-rang infini » (le
rang, défini par Denjoy, fait en effet
référence a des ensembles bien or-
donnés, ce qui n’est évidemment plus
le cas pour N’). Pour simplifier I'écri-
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ture nous noterons par N un quel-
conque entier de pseudo-rang infini,
et pour fixer les idées I'entier O (situé
ici entre 3 et 1), et nous identifierons
les nombres pairs avec les entiers
naturels :

N’=|(1,2,3,..N-3,N-2, N-1, N, N+1,
N+2, N+3,...}

Désormais le but est de bien or-
donner P(N’), ensemble des parties
de I'’ensemble des « rangs » (vrais ou
pseudo) en traitant ceux-ci comme
des nombres.

e Suites et clones élargis

Ceci entraine la nécessité de pro-
longer les suites étudiées jusqu’a
maintenant, en tenant compte de
cette sorte de triplement d’infinité,
mais en assurant un bon ordre a tous
leurs éléments, ce qui implique de
bien ordonner notamment l’'ensem-
ble des nombres premiers de la facon
suivante :

{2,4,6; ::::3;:5;:7, 11,13, 17, 1.040,:1:,.9;
15, 21, 25,...} ou ce qui revient au
méme :

{1, 2, 3, ... N, N-1, N-2, N-3, ... N+1,
N+2, N+3,...}

Ceci entraine aussi la nécessité de
considérer des clones de rang infini :
clone N, clone N-1, N+1, etc, égale-
ment bien ordonnés.

® Le sous-ensemble w-lacunaire
dans N’

Dés lors que N remplace le o de
Cantor, et que N posséde un prédé-
cesseur immeédiat (N-1), le recul pas a
pas du deuxiéme entier présent de-
puis le plus petit élément (qui est
générateur de chaque sous-ensemble
iso-lacunaire) devient possible ici. Ce
recul n'est que la simple conséquen-
ce de l'ordre L' destiné lui-méme a
permettre d’obtenir, dans le bon or-
dre recherché, le premier élément de
chaque suite. Le lecteur vérifiera lui-
méme que la suite ac, ad, ae, af,
...am,... ordonnée suivant 'ordre du
lexique (ordre L) voit la deuxieme
lettre de chaque « mot » avancer pas
a pas de gauche a droite (dans le sens
de la lecture), tandis qu’elle recule
dans 'ordre inverse : ... am, ... af, ae,

—
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ad, ac. Or, c'est cet ordre qui assure,
comme nous l'avons montré plus
haut, un plus petit élément parmi les
suites ayant le méme nombre de la-
cunes.

Le plus petit élément de cet en-
semble w-lacunaire s’écrit symboli-
quement :

a0O0O0..N, ouencore:
*000..0000000*

On va observer le recul du deuxie-
me entier présent (noté *) qui se
poursuit indéfiniment : Le premier
élément de la deuxiéme suite s'écrit,
en effet, selon l'ordre L' :

*000..00000020*
puis les premiers éléments des troi-
sieme et quatriéme suites :

*000..0000002*0*
il 0 J0 0 JREUG HO L OO {0 NS LBl 0 i

... Ensuite vientun deuxiéme sous-
sous-ensemble dont les premiers élé-
ments sont, selon 'ordre L' :

Q0 OO OQOETGO*
Q000000050 0O*
*0Q0LLO0D0O DO
*000..00002000*
YO O0HOO00FD0O™
;’"OOO...OOiOOOOO*

Or a chaque recul d'un pas de ce
deuxiéme entier présent, le cardinal
précédent est multiplié par card.N.
Comme il existe une infinité dénom-
brable de tels pas arriére, en raison de
I'infinité de lacunes interposées, le
cardinal du sous-ensemble w-lacu-
naire ne peut étre que card. Nedo
c’est-a-dire la puissance du continu.
La démonstration se fait par I'absur-
de :silecardinal de ce sous-ensemble
w-lacunaire était encore dénombra-
ble, I'exposant serait de rang fini, et
donc le sous-ensemble w-lacunaire
aurait un nombre fini de lacunes.

Cependant « tous » ces sous-sous-
ensembles ne sont pas une liste ex-
haustive des parties w-lacunaires. Ceci
est dii au fait que le recul du deuxie-
me entier présent ne peut passer la
« barriére » qui sépare les nombres
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pairscroissants desnombres premiers
décroissants, et seul le sous-ensem-
ble de parties w-lacunaires ayant un
seul entier de rang fini (ici a) est
décrit plus haut. Pour compléter cet-
te liste il faut qu'ensuite apparaisse le
deuxieéme élément du sous-ensemble
O-lacunaire, complété par N : abO O
O ...N et I'histoire recommence : un
nouveau sous-sous-ensemble w-lacu-
naire va se développer, qui aura aussi
la puissance du continu. Comme il
existe une infinité dénombrable de
parties n-lacunaires (avec n, entier de
rang fini), on aura une infinité dé-
nombrable de tels sous-ensembles
ayant la puissance du continu. Cela
n'évoque-t-il pas cette multiplicité
d’intervalles appartenant a I'ensem-
ble des nombres réels qui précisé-
ment ont tous la puissance du conti-
nu, et dont le plus utilisé est 'inter-
valle (0,1).

Ce n’est pas tout : du fait du choix
arbitraire de l'entier N de pseudo-
rang infini qui aurait pu étre choisi
parmila double infinité de ces entiers
de pseudo-rang infini, certaines par-
ties ne sont pas prises en compte qu'il
est nécessaire d'introduire. Pour cela
ilsuffitderépéterles développements
précédents, en faisant parcourir a N
I'ensemble (une fois bien ordonné)
des entiers de pseudo-rang infini.

¢ L’ordinal de I'’ensemble P(N’)
bien ordonné

Pour que I'Hypothése du Continu
soit vérifiée, il reste a8 mettre en cor-
respondance biunivoque chaque élé-
ment de I'ensemble bien ordonné
P(N’) avec chaque élément de la suite
des ordinaux dénombrables de Can-
tor. Le segment initial de cette suite
ne pose guére de problémes :

0,12, .. o, o+l, 0+2, ... 20, ..
0% L, ..

B,

En effet nos sous-ensembles iso-
lacunaires successifs correspondent
par leur cardinal a ces ordinaux
(card.®, card.w?, card.w?, ...). Mais
une surprise nous attend, car le résul-
tat de I'exponentiation des ordinaux
doit étre par définition un ordinal (i-
e un ensemble bien ordonné), et tant
que les ensembles restent dénombra-
bles, on a vu que le bon ordre ne pose

pas de problémes. Mais du temps de
Cantor et jusque maintenant on ne
savait plus bien ordonner les ensem-
bles non dénombrables, de telle sorte
que l'ordinal ®” qui aurait di étre
celui de la puissance du continu fut
dévoyé pour n’étre plus qu'un ordi-
nal somme de tous ses prédécesseurs,
mais toujours dénombrable. Deés le
moment ou cependant on sait bien
ordonner les ensembles ayant la puis-
sance du continu, cetteanomalie peut
disparaitre, et I'exponentiation des
ordinaux rejoindre celle des cardi-
naux ot card ®*™* n'est plus dénom-
brable. Pour éviter toute confusion
nous avons noté cet ordinal non dé-
nombrable *o".

¢ Conclusion

Ainsil’Hypothése du Continu, bien
qu'indécidable dans la théorie (for-
melle) des ensembles, serait intrinse-
quement vraie. Ce serait une de ces
propositions prévues par le théoreme
d’incomplétude de Gédel pour toute
théorie non contradictoire. Ce ne
serait pas la premiére: en 1977 J.
Paris, L.Kirby et L. Harrington fai-
saient état d'une propriété combina-
toire finie, variante du théoréme de
Ramsey, vérifiée dans I'ensemble des
entiers et non démontrable dans
I'axiomatique de Peano...

Alors pourquoi ce « presque »dans
le titre ? Tout simplement parce que,
comme toute proposition indécida-
ble elle aurait pu étre fausse. P.Cohen
lui-méme, qui en démontraiten 1966
I'indécidabilité (et pour cela recut la
médaille Fields en méme temps
qu’Alexandre Grothendieck), ne dit-
il pas lui-méme dans les conclusions
de « Set Theory and the Continuum
Hypothesis » (p.151) qu‘il a l'impres-
sion qu’elle est « obviously » (mani-
festement) fausse. Il s'appuie, pour
étayer ce point de vue, sur le fait que
le continu est engendré par 'axiome
des parties (P(N) existe) qui serait
pour lui un axiome beaucoup plus
puissant que le principe d'une cons-
truction quelconque d’ordinaux dé-
nombrables, faite pas a pas. Dés lors
le Continu aurait une puissance bien
supérieure a celle de 'ensemble des
ordinaux dénombrables... cela con-
tre l'avis, les espoirs de Cantor. Et
cependant ... | ‘




