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Nous vous proposons ici de vous emmener pour un

formidable voyage — celui de la découverte de AVANT-PROPOS
I'orbite de Cérés par un jeune mathématicien de

e X epuis Euclide jusqu’a Legen-
24 ans, Carl Gauss. Pour arriver a bon port, nous ne D re e e
prendrons pas de raccourcis. Il nous faudra méme un certain nombre de sup-

quelques fois prendre un détour, s'arréter en chemin | Positions axiomatiques ui avaient
été admises comme si elles étaient

ou revenir sur nos pas... mais vous ne serez pas décu | ¢videntes par elles-mémes. Avec un

du voyage car les contrées que nous traverserons peu de réflexion, il devrait étre evi-
g =T ; . 5 dent que ces suppositions nesont pas

s'appellent géométrie, mathématique, physique et nécessairement exactes. De plus, les
astronomie. | relations entre ces elles ont demeuré
. B 3 entierement dans l'obscurité. Plus

Cet article a été concu dans le cadre d'un effort frappant encore : ce qui est générale-
international visant a présenter de maniere mentenseignéa l'école dans les cours

> . . e fond les d. de mathématiques, méme aujour-
pédagogique certaines découvertes fondamentales de | yy;, repose sur la doctrine totale-

I'histoire des sciences. Il a d'abord été publié dans le mentdabsulrde selon latéuellei 'exten-
. ALTS NS . sion dans l'espace ou dans le temps
journal américain The New Federalist, sous une forme | (¢ terait selon une parfaite con-

hebdomadaire correspondant ici aux différentes tinuité, sans lamoindre interruption,

: et cela méme dans l'infiniment petit.
sections. Nous commencons avec un avant-propos de | "o tentative de prouver

I'économiste américain Lyndon LaRouche, initiateur cette supposition, C(;mme par exerln-

. p . le la célebre mystification tautolo-
de ce Pro]‘?t pedagog'que' gpique de Leonhafd Euler, se fonde sur
une géométrie qui présuppose axio-
matiquement une continuité parfai-
te. Par contre, il a été démontré que la
supposition selon laquelle I'exten-
sion dans l'espace et dans le temps
| doit étre non délimitée était arbitrai-

re et, en fait, fausse.
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astronomie

-
Platon. Cela s’exprime, par exemple,

dans la méthode socratique d’hypo-
théses qui a permis le développe-
ment de I'Europe. Ce qui est arrivé a
la géométrie euclidienne a l'époque
moderne présente un type crucial de
démonstration de ce principe ; ainsi,
le mérite de Riemann fut d’avoir cor-
rigé les erreurs d’Euclide en utilisant
laméme méthode socratique que celle
“qui avait été mise en ceuvre pour
produire une géométrie qui avait éte,
jusqu’a Riemann, l'un des plus im-
portants héritages de I’Antiquité.
C'estd’une importance capitale pour
rendre clair le principe sous-jacent de
motif générateur decomposition musi-
cale en polyphonie classique. [...]

L'ensemble de définitions, d’axio-
mes et de postulats déduit des hypo-
theses sous-jacentes implicites con-
cernant l'espace, est typique de 1'uti-
lisation la plus élémentaire de la no-
tion d'hypothese. 11s’agit plus précisé-
ment d’'une hypotheése déductive qu'il
faut distinguer de formes supérieures
d’hypothéses telles que les hypotheé-
ses non linéaires. A partir du moment
ouest établie l’hypothése sous-jacente
d'un ensemble de propositions, on
peut anticiper sur un bien plus grand
ensemble de propositions que l'origi-
nal qui peuvent étre, elles aussi, co-
hérentesavecl’hypothése déductive.
La liste implicitement sans fin de
théorémes satisfaisants a cette der-
niére condition, peut étre appelée un
réseau de théoremes. |[...]

Le principe habituel d’organisa-
tion interne sous-jacent a un tel type
de réseau déductif est l'extension, et il
est intégral a la notion de mesure.
Cette notion d'extension est la no-
tion d'un type d’extension caracté-
ristique du domaine du choix de ré-
‘seau de théorémes en question. Tou-
te connaissance scientifique repose
sur des questions conduisant a une
notion généralisée de l'extension.
Ainsi, toute pensée rationnelle reléve
d’un caractére intrinséquement géo-
métrique.

En premiére approximation, tout
systeme déductif cohérent peut étre
décrit dans les termes d'un réseau de
théorémes. Cependant, comme le
point caractéristique crucial de la
découverte de Riemann ['illustre de
la maniere la plus claire, I'essence du
savoir humain est le changement, le
changementd’hypothése danslesens
selon lequel est développé le proble-
me du paradoxe ontologique dans le
Parmenide de Platon. En résumé, la

| caractéristique de la connaissance ou
de l'existence humaine n'est pas ex-
primable selon un mode mathéma-
tico-déductif mais doit plutot étre
exprimée sous la forme d'un change-
ment d'une hypothése vers une autre
hypothése. Le type de changement
en question est le changement d'une
hypothése relativement inférieure
vers une hypothése relativement su-
périeure. L'action du changement
scientifique révolutionnaire d’une
hypothése relativement inférieure
vers une hypotheése relativement su-
périeure est la caractéristique du pro-
grés humain, de la connaissance hu-
maine et du développement légitime
de cet univers dont la maitrise par
I'humanité s’exprime par I'augmen-

e ler janvier 1801, premier jour

d'un nouveau siécle. Dans les

premiéres heures de ce jour-la,
scrutant le ciel avec son télescope a
Palerme, Giuseppe Piazzi découvrit
un objet qui se présentait comme un
petit point de lumiére dans le ciel
noir de la nuit (Figure 1.1). Il nota
sa position par rapport aux autres
étoiles dans le ciel. Le lendemain, il
vit le méme point de lumiére mais
celui-ci occupait alors une position
| légerement différente dans la voute
| céleste connue.

[1 n'avait jamais vu cet objet avant
et il n’existait aucun compte rendu
faisant état de son existence. Piazzi
passa les nuits suivantes a observer
attentivement ce nouvel objet, no-
tant soigneusement chaque change-
ment de position. Se servant de la
méthode utilisée par les astronomes
depuis la nuit des temps, il enregistra
sa position comme étant l'intersec-
tion de deux cercles sur une sphere
imaginaire dont lui-méme se trouve-
rait au centre (Figure 1.2). (Les as-
tronomes l'appellent « sphére céles-
te » ; les cercles sont similaires a la
latitude et la longitude sur la Terre.)
Un ensemble de cercles est perpendi-
culaire a I'équateur céleste, montant
perpendiculairement a I’horizon de
l'observateur puis descendant. L'autre
ensemble de cercles est paralléle a
I’équateur céleste.

Pour déterminer I'un de ces cer-

.

tation du potentiel de densité démo-
graphique relative de notre espéece.
Le processus de changement révo-
lutionnaire ne peut avoir lieu que par
le médium de la métaphore, a la
maniére dont le principe de contra-
diction a été présenté ci-dessus. De
méme qu'Euclide était nécessaire, que
le travail en géométrie descriptive de
Monge et le travail de Gauss et de
leurs associés permirent a Riemann
| dedétroner Euclide, de méme tout le
savoir humain repose sur cette forme
de changement révolutionnaire qui
s'avere étre la qualité agapique de
solution a un paradoxe ontologique.
Lynden LaRouche
Extraits de « Behind the Notes »,
Fidelio, Summer 1997.

1. INTRODUCTION

cles, il faut effectuer une mesure an-
gulaire :la position d’un cercle longi-
tudinal est déterminée par un angle
(ou arc) appelé « angle horaire », et
celle d'un cercle paralléle a 1'équa-
teur céleste, par la « déclinaison »*
(Figure 1.2b). Ainsi, deux anglessuf-
fisent pour déterminer la position de
n'importe quel point sur la sphere
. céleste. C'est en fait comme cela que
Piazzi communiqua ses observations
aux autres astronomes.

Piazzi parvint a relever des chan-
gements de position de cet objet en
effectuantdix-neuf observations pen-
dant les quarante-deux jours qui sui-
virent. Le 12 février, I'objet finit par
étre masqué par la lumiére du Soleil
et ne fut plus observable. Pendant
toute cette période, il avait parcouru
un angle de seulement 9° sur la sphe-
re céleste.

Qu’est-ce que Piazzi avait décou-
vert ? Etait-ce une planéte, une étoi-
le, une comete ou quelque chose
d’autre qui n’avait pas de nom ? (Au
début, Piazzi pensait avoir découvert
une petite comeéte sans queue. Plus
tard, il supposa, avec quelques autres,
qu'il s’agissait d'une planéte entre
Mars et Jupiter.) Et maintenant qu'il

* La figure 1.1 montre la sphere céleste telle
que vue par un observateur, avec une grille
permettant de mesurer I"angle horaire et la
I déclinaison.
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Figure 1.2.a sphére céleste. a) Depuis la nuit des temps, les astronomes ont relevé leurs observations des corps célestes
comme étant des points sur la surface d’une sphére imaginaire appelée sphere céleste ou « sphére des étoiles fixes » avec
la Terre en son centre. On peut voir les angles horaires et les déclinaisons. b) On détermine la position d’un objet en

mesurant son angle horaire et sa déclinaison.

avait disparu, quelle pouvait étre sa
trajectoire ? Quand et oti serait-il vi-
sible a nouveau ? §'il était en orbite
autour du Soleil, comment sa trajec-
toire pourrait-elle étre déterminée a
partir de ces maigres observations
réalisées depuis la Terre, elle-méme
en rotation autour du Soleil ?

Piazzi avait-il observé cet objetalors
que ce dernier s"approchait ou s'€loi-
gnait du Soleil ? S'approchait-il ou
s’éloignait-il de la Terre au moment
ot les observations ont été réalisées ?
Du fait que toutes les observations
n'apparaissaient que comme des
changements de position sur la sphe-
re céleste, quel mouvement ces chan-
gements de positions reflétaient-ils ?
Qu’auraient été ces changements de
position si Piazzi les avait observés
depuis le Soleil ? Ou depuis un point
al'extérieur du systéme solaire, selon
la « vision de Dieu » ? (Figure 1.3)

Il s’écoula six mois avant que les
observations de Piazzi soient publiées
dans le principal journal d’astrono-
mie en langue allemande, Correspon-
dance mensuelle pour la promotion de la
connaissance de la Terre et du ciel de
von Zach, mais la nouvelle de sa
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découverte étaitdéja connue des prin-
cipaux astronomes d’Europe qui scru-
taient, sans succes, le ciel pour re-
trouver I'objet. Sans une détermina-
tion précise de sa trajectoire, sa redé-
couverte resterait incertaine.

[l n’existait aucun précédent dont
on puisse s'inspirer pour résoudre ce
casse-téte. L'expérience précédente
dont on disposait pour déterminer la
trajectoire d’'un nouvel objet était la

| découverte d’Uranus en 1781 par

William Herschel. A cette époque-la,
les astronomes avaient pu observer la
position d'Uranus pendant une lon-
gue période de temps et enregistrer
ses changements de position par rap-
port a la Terre.

A partir de ces observations, les
mathématiciens s’étaient contentés
de se demander : « Sur quelle courbe
cette planéte se déplace-t-elle de ma-
niére a ce que l'on obtienne ces ob-
servations particuliéres ? » Si une
courbe ne produisait pas le résultat
mathématique souhaité, une autre
était essayée.

Comme Carl F. Gauss le décrit
dans la préface de son livre de 1809,
Théorie du mouvement des corps céles-

tes se déplacant au voisinage du Soleil
selon des sections coniqgues :

« A partir du moment ou il fut établi
avec certitude que le mouvement de la
nouvelle planéte, découverteen 1781, ne

| correspondait pas a I'hypothése d’une

parabole, les astronomes essayerent de
lui adapter une trajectoire circulaire, ce
qui conduit a des calculs tres simples.
Par un heureux accident, l'orbite de cette

| planéte avait une trés petite excentricité,

en conséquence de quoi les éléments
résultant de ’hypothése circulaire suffi-
rent, du moins en premiere approxima-
tion, pour servir de base a la détermina-
tion des parameétres elliptiques.

«1l y a eu une conjonction d’autres
circonstances tres favorables. La lenteur
du mouvement de la planéte et la tres
faible inclinaison de son orbite par rap-
port au plan de l'écliptique permirent
non seulement de simplifier les calculs et
d'utiliser des méthodes spéciales qui ne
conviennent pas dans d’autres cas, mais
elles dissiperent’appréhension, la crainte
que la planete, perdue dans les rayons du
Soleil, puisse ensuite échapper aux re-
cherches des astronomes (une appréhen-
sion que certains astronomes auraient

puressentir, surtout si son éclat avait été
-




moins brillant). Ainsi, comme on pou-
vait, sans danger, remettre a plus tard
une détermination plus précise de l'orbite,
jusqu’a ce que I'on puisse faire un choix
parmi des observations nombreuses et
suffisamment éloignées les unes des
autres, une telle démarche semblait étre
la meilleure pour atteindre l'objectif. »

Linéarisation dans le petit

Afin de déterminer l'orbite d'un
corps céleste, certains s’imaginent
qu'il nous fautun grand nombre d’ob-
servations pour « remplir » un arc le
plus grand possible. Cette idée fausse
repose sur les préjugés aristotéliciens
introduits dans la science par I'école
anglo-vénitienne de mathématiques
— l’école de Paolo Sarpi, Isaac New-
ton et Leonhard Euler. Selon eux, si
’'on examine des portions de plus en
plus petites de n’importe quelle cour-
bede la nature, on constatera qu’elles
ressemblent de plus en plus a des
segments de droite — de telle sorte
que, pour des intervalles suffisam-
ment petits, la différence devient pra-
tiquement insignifiante et peut étre
ignorée. Cette idée est dénommeée
« linéarisation dans le petit ».

Dés le milieu du xve siecle, Nicolas
de Cues avait établi que la linéarisa-
tion dans le petitn’a pas sa place dans
les mathématiques, si celles-ci ont la
prétention de refléter la réalité. Le
Cusain démontra que le cercle repré-
sente une espece de courbe fondamenta-
lement différente de la ligne droite et
que cette différence d’espece ne dispa-
rait pas — et ne s'atténue méme pas
— lorsque nous considérons des por-
tions de cercles de plus en plus petites
(Figure 1.4). Compte tenu du nom-
bre croissant de leurs sommets, les
polygones inscrits ou circonscrits dif-
ferent de plus en plus du cercle.

Etendant la découverte du Cusain
a l'astronomie, Johannes Kepler dé-
couvrit que le systeme solaire était
ordonné selon un certain nombre de
principes harmoniques. Chaque pe-
tite portion du systéme solaire, com-
me les petits intervalles d’orbites pla-
nétaires, reflete ce méme principe
harmonique dans sa totalité. L'appel
de Kepler a I'invention d’un concept
mathématique permettant de mesu-
rer cette autosimilarité incita Gott-
fried Leibniz a développer le calcul
infinitésimal. L'ensemble du travail
de Sarpi, Newton et Euler n'est rien

Figure 1.3. Vue d'artiste représentant les six premieres planétes du systeme
solaire selon « lavision de Dieu ». (Les tailles des planetes et du Soleil et leurs
distances relatives ne sont pas respectées.)

d’autre qu'une fraude perpétrée par
I'oligarchie anglo-vénitienne contre
I’'ceuvre de Nicolas de Cues, Kepler et
Leibniz.

Si I'on appliquait les fausses ma-
thématiques de Sarpi ef al. a I'astro-
nomie, I'Univers physique devien-
drait de plus en plus linéaire dans le
petit et, par conséquent, plus l'arc
délimité par la série d’observations

| serait petit, moins ces observations

nous en apprendraient sur la forme
de l'orbite entiére. Cette approche
erronée tient la route, ici, que si le
probléme de ladéterminationdel’or-
bite d’'une planéte inconnue est trai-
té comme un probléeme purement
mathématique.

Considérons par exemple trois
points sur un plan (Figure 1.5). Sur
combien de courbes ces points peu-
vent-ils se trouver ? Ajoutons alors
d’autres points. Plus nombreux sont
les points couvrant une plus grande
portion de la courbe, plus précise est
la détermination de cette courbe. Un
petit changement dans la position
des points peut provoquer un grand
changementdansla forme de la cour-
be. Moins nombreux sont les points
et plus proches sont-ils les uns des
autres, moins précise sera la détermi-
nation mathématique de la courbe.

Si cette fausse mathématique était
appliquée a I'Univers, la détermina-
tion d’'une orbite serait pratiquement
impossible, a moins d’essayer de la
faire « cadrer » avec une courbe ou de

Figure 1.4. Nicolas de Cues a
montré que quelle que soit la
multiplication du nombre de co-
tés du polygone, le cercle n’est
jamais atteint. Le polygone et le
cercle sont des figures d’espéces
différentes.
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a)

b)

faire des corrélations statistiques a
partir du plus grand nombre possible
d’'observations. Les changements de
position observés pour un objet dans
le ciel nocturne ne sont cependant
pas des points sur une feuille de pa-
pier. Ces changements de position
sont les reflets de l'action physique
qui est autosimilaire dans chacun de
ses intervalles d’action, dans le sens
ou le comprenaient le Cusain, Kepler
et Leibniz. Le corps céleste ne se dé-
place jamais le long d'une ligne droi-
te mais s’en écarte d'une maniere ca-
ractéristique a chaque intervalle, aussi
petit qu’il soit.

En fait, si on se focalise sur le trait
caractéristique de la « non-linéarité
dans le petit » d'une orbite, alors plus
petit sera l'intervalle d’action que
nous étudions, plus précise sera la
détermination de l'orbite dans sa to-
talité ! Ce point clef va devenir beau-
coup plus clair au fur et a mesure que
nous suivrons les traces de Gauss
dans sa détermination de l'orbite de
Céres.

Ce ne fut que par accident que le
problémedela détermination del’or-
bite d'Uranus a pu étre résolu sans
remettre en question l'approche er-
ronée de la linéarisation dans le petit.
Néanmoins, le probléme posé par la
découverte de Piazzi anéantissait tout
espoir de résolution avec cette mau-
vaise méthode. L'Univers a montré
qu'Euler était un sot.

(Desannées plus tard, Gauss déter-
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Figure 1.5. a) Quel-
ques courbes qui
peuvent étre tracées
de maniére a passer
par les trois mémes
points. b) En multi-
pliant les pointsd’ob-
servation, il peut
s‘avérer que la cour-
be n’est pas telle
qu’elle avait été anti-
cipée.

o
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Figure 1.6. Génération des sec-
tions coniques en coupant un
cone avec un plan en rotation.
Quand le plan est paralléle a la
base, la section est un cercle.
Quand le plancommence a tour-
ner, on obtient des ellipses jus-
qu'a ce que le plan soit paralléle
au coté du cone, cas ou l'on
obtient une parabole. Si la rota-
tion se poursuit on obtient des
hyperboles.

minera en une heure la trajectoire
d’une comeéte qui avait demandé trois
jours de calculs a Euler, effort au
cours duquel ce-dernier perdit la vue
d’un ceil. Gauss ditd'Euler : « Je serais
probablement devenu aveugle moi aus-
si, si j'avais fait de tels calculs pendant
trois jours ! »)

C’esten septembre 1801 que Gauss,
ageé de 24 ans, eut connaissance des
observations de Piazzi. Gauss avait
déja appréhendé ce défi et s'était
méme moqué d’autres mathémati-

' ciens de ne pas avoir daigné prendre

en considération ce probléeme alors
«qu’'il se recommandait de lui-méme
aux mathématiciens par sa difficulté et
son élégance, méme si sa grande utilité
dans la pratique n’était pas apparen-
te ». Etant donné que d'autres consi-
déraient ce probléme insoluble et
avaient été dupés par le succés acci-
dentel de la mauvaise méthode, il
refusaient de croire en des circons-
tances qui rendraient sa résolution
nécessaire. Gauss, pour sa part, con-
sidéra larésolution du problemeavant
que sa nécessité se présente d'elle-
méme, sachant grace a ses études de
Kepler et Leibniz, qu'une telle néces-
sité apparaitrait certainement.

Introduction aux
sections coniques

Avant d’embarquer pour notre
voyage vers la redécouverte de la
méthode par laquelle Gauss détermi-
na l'orbite de Céres, nous proposons
au lecteur d’enquéter par lui-méme
sur certaines caractéristiques simples
des courbes que nous rencontrerons
dans les sections suivantes. Comme
nous le verrons plus loin, Kepler a
découvert que les planétes qu'il con-
naissait tournaient autour du Soleil
suivant des orbites de forme ellipti-
que. A I'époque de Gauss, des objets,
comme les cometes, avaient été ob-
servés se déplacant selon des orbites
dontla forme était celle d"autres cour-
bes du méme type. Toutes ces cour-
bes peuvent étre engendrées en cou-
pant un céne suivant différents an-
gles et sont, pour cela, appelées « sec-
tions coniques » (Figure 1.6).

Les sections coniques peuvent étre
construites de différentes maniéres
(Figure 1.7). Le lecteur pourra avoir
un sens préliminaire de certaines des

propriétés géométriques des sections
-
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coniques, en réalisant la construc-
tion suivante.

Prenez une feuille de papier sulfu-
risé et tracez un cercle sur celle-ci
(Figure 1.8). Repérez le centre du
cercle. Pliez ensuite la feuille de ma-
niére a ramener la circonférence du
cercle sur le point central, tout en
marquant bien le pli. Dépliez le pa-
pier et recommencez en ramenant
un autre point de la circonférence sur
le centre. Recommencez en parcou-
rant toute la circonférence (environ
vingt-cinq fois). A la fin, vous pour-
rez observer un autre cercle envelop-
pé dans les plis du papier.

Prenez maintenant une autre

Figure 1.7. Quelques propriétés de I'el-
lipse.

a) Toute ellipse a deux foyers f et f tels
que la somme de leurs deux distances d
etd’ a n'importe quel point de la circon-
férence soit une constante.

b) L’ellipse vue comme une « contrac-
tion » du cercle circonscrit, selon la
direction de la perpendiculaire au grand
axe. Le rapport pq : pq’ reste le méme
quelle que soit la position de p sur le
grand axe.

¢) Construction d'une tangente a I'ellip-
se : tracez un cercle autour du foyer de
rayon égal aladistance constanted + d".
La tangente a n‘importe quel point q est
obtenue en « pliant » le cercle de ma-
niére a ce que le point g’ se retrouve sur
le second foyer f’. Cette construction
peut étre « inversée » de maniére a en-
gendrer des ellipses et dautres sections
coniques comme « enveloppes » de li-
gnes droites (voir texte et figure 1.9).

g
@i

Figure 1.8. Pliage d'un cercle pour engendrer

enveloppe des cordes.

un autre cercle comme

Figure 1.9. Sections coniques engendrées comme enveloppes de lignes droites. De gauche a droite, ellipse, hyperbole

et parabole.
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Cercle

Ellipse

Parabole

Hyperbole

Figure 1.70. La longueur de la droite tracée depuis le foyer jusqu‘a la courbe change lorsqu’elle tourne, sauf dans le cas
du cercle. Dans le cas d’une orbite planétaire, cette longueur est la distance de la planéte au Soleil. Notez que le cercle
et I'ellipse sont des courbes fermées alors que la parabole et I’hyperbole ne sont pas délimitées.

feuille et faites la méme chose mais,
cette fois-ci, en choisissant un point
quelque peu éloigné du centre. A la

fin de 'expérience, les plis envelop- |

pentuneellipse pour laquelle le point
est I'un des foyers (Figure 1.9a).
Répétez cette opération plusieurs
fois-en prenant chaque fois un point
de plus en plus €éloigné du centre. En
prenant ensuite un point a l'exté-
rieur du cercle, on obtient une hyper-
bole (Figure 1.9b). En procédant de

la méme maniére, avec une droite et
un point, on obtient une parabole
(Figure 1.9¢).

Vous pouvez ainsi construire tou-
tes les sections coniques comme des
enveloppes de lignes. Pensez mainte-
nant aux différentes courbures pré-
sentes dans chaque section conique
et a la relation entre la courbure et la
position du point (foyer).

Pour voir cela plus clairement, fai-
tes ce qui suit. Dans chacune des

constructions, tracez une ligne droi-
te du foyer jusqu’a la courbe (Figu-
re 1.10). Comment la longueur de
cette ligne change-t-elle au fur et a
mesure qu’elle tourne autour du
foyer ? Comment ce changement
évolue-t-il d'une courbe a une autre ?
Dans les sections suivantes, nous
découvrirons comment ces relations
géométriques refletent 'ordonnan-

cement harmonique de 1'Univers.
Bruce Director

2. KEPLER NOUS MET SUR LA VOIE

ue fit Gauss que les autres

astronomes et mathémati-

ciens de son époque ne fi-
rent pas, et qui a conduit ces derniers
a faire des prévisions complétement
fausses sur la trajectoire de la nouvel-
le planéte ? Peut-étre devrions-nous
consulter le maitre de Gauss, Johan-
nes Kepler, pour obtenir de sa part
quelques indices au sujet de ce mys-
tére ?

D’abord, Gauss adopte I’hypothé-
se cruciale de Kepler selon laquelle le
mouvement d‘un objet céleste est déter-
miné seulement par son orbite, confor-
mément aux principes intelligibles,
et démontrés par Kepler, qui gouver-
nent tous les mouvements connus
dans le systéme solaire. Dans la facon
dont Kepler détermine le mouvement
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orbital, aucune information n’est re- |

quise concernant la masse, la vitesse
ou d'autres détails sur l'objet en lui-
méme. De plus, comme Gauss l'a
démontré et comme nous allons le
redécouvrir nous-mémes, l'orbite et

le mouvement orbital dans sa totalité |

peuvent étre déduits de rien de plus
quedela « courbure » internede n’im-
porte quelle portion de la courbe,
aussi petite soit-elle.

Réfléchissez bien a cela. C'est ici
que la science de Kepler, Gauss et
Riemann se distingue absolument de
celle de Galilée, Newton et Laplace.
Les orbites et les changements d’or-
bite (qui dépendent a leur tour d’or-
bites d’ordre supérieur) sont ontologi-
quement premiers. La relation entre
l'orbite képlérienne—en tant qu’exis-

tencerelativement « atemporelle » —
et la série de positions successives du
corps en orbite, est similaire a la rela-
tion entre une hypothése et son ré-
seau de théorémes. De ce point de
vue, nous pouvons dire que c’est I'or-
bite qui « déplace » la planéte et non
la planete qui crée l'orbite par son
mouvement !

Si nous interférons avec le mouve-
ment d'un objet en orbite, nous me-
nons une action sur l'orbite dans son
ensemble. Le résultat est un change-
ment d’orbite et cela entraine, a son
tour, un changement dans le mouve-
ment visible de l'objet que nous im-
putons a notre action. C'est ainsi que
I'Univers fonctionne, et non par les
« attractions-répulsions » bestiales de

la physique du point masse de Sarpi
-
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[
et Newton. Tout astronaute compe-

tent qui veut réussir un rendez-vous
dans l’espace doit avoir une compreé-
hension sensible de ces questions.
Toute la méthode de Gauss repose la-
dessus.

Gauss émet une seconde hypothe- |

se, également découlant de Kepler, a
laquelle nous nous sommes préparés
a la section 1: au moins jusqu'a un
niveau de précision tres élevé, 1'orbite
d'un objet ne passant pas trés preés
d’un autre corps du systéme solaire
(les lunes sont donc exclues) a la
forme d’une section conique (cercle,
ellipse, parabole ou hyperbole) dont
I'un des foyers se trouve au centre du
Soleil. Dans de telles conditions, le
mouvement d'un objet céleste est
entierement déterminé par un jeu de
cinq parameétres, appelés par les as-
tronomes les « élémentsde l'orbite »,
et qui spécifient la forme et la posi-
tion de l'orbite dans I'espace. A partir
du moment ot I'on connait les « éle-
ments » d'une orbite, et aussi long-
temps que l'objet reste sur l'orbite spéci-

fiée, on peut entierement déterminer '

son mouvement pour tous les temps
passé, présent et futur !

Gauss a montré comment les « élé-
ments » de n’importe quelle orbite,
et de ce fait I'ensemble du mouve-
ment orbital lui-méme, peuvent étre
déduits de rien de plus que de la
courbure de n’'importe quelle por-
tion « arbitrairement petite » de 1'or-
bite. Il a également démontré com-
ment cette orbite peut étre déduite —
d’une maniére tout a fait ingénieuse
— des « intervalles » définis par seu-

(paramétre) j

o

écliptique
(plan de l'orbite
terrestre)

inclinaison du plan
orbital par rapport
a I'écliptique

ligne des nceuds

Figure 2.1. On utilise un ensemble de trois angles pour spécifier 'orientation
spatiale d’une orbite képlérienne donnée par rapport a I'orbite de la Terre.

a) L'angle d'inclinaison i que le plan de

I'orbite en question fait avec le plan

de I'écliptique (le plan de I‘orbite de la Terre). b) L’angle ® que le grand axe

de l'orbite fait avec la ligne des nceuds

(la ligne d'intersection entre le plan

de I'orbite et le plan de I'écliptique). ¢) L'angle & que la ligne des nceuds fait
avec un axe fixe n dans le plan de I'écliptique (on choisit généralement pour
ce dernier, la direction de '« équinoxe vernal »).

lement trois bonnes observations peu
espacées des positions apparentes de
'objet depuis la Terre !

Les « éléments »
d’une orbite

Les éléments d'une orbite képlé-
rienne elliptique sont les suivants :

b)

grand axe

* Deux paramétres déterminant la
position du plan de l'orbite de I'objet
par rapport au plan de 'orbite de la
Terre, appelé « plan de I'écliptique »
(Figure 2.1). Du fait que le Soleil est

le foyer commun des deux orbites, les -

deux plans orbitaux se coupent selon
une droite, appelée ligne des nceuds.
La position relative des deux plans
est déterminée seulement lorsquel’on
connait :

(i) leur angle d'inclinaison com-

B
(demi petit axe)

f

FE

Soleil
(foyer)

(ligne des apsides)

Soleil

(foyer)

[\
< Y
A

(demi grand axe)

Figure 2.2.a) 'échelle relative de I'orbite peut étre mesurée par la perpendiculaire a la ligne des apsides, la ligne passant
par les foyers. Cette perpendiculaire est connue sous le nom de « paramétre » de I'orbite. b) L'excentricité est mesurée
comme le rapport entre la distance f du foyer au centre de I'orbite (le point ¢ est le point milieu du grand axe) et A, le
demi grand axe. Dans le cas du cercle, le foyer et le centre coincident et f = 0 ; pour I'ellipse 0 < f/A <1.
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Figure 2.3. Rotation de la Terre
(quotidienne).

mun (c’est-a-dire l'angle entre les
plans) ;

(ii) et l'angle entre la ligne des
nceuds et un axe connu dans le plan
de l'orbite de la Terre.

¢ Deux parameétres spécifiant la
forme et 1'échelle totale de l'orbite de
I'objet (Figure 2.2). 1l n’est pas né-
cessaire de rentrer ici dans les détails
mais les parametres les plus couram-
ment utilisés sont :

(iii) pour I'échelle totale de |'orbi-
te, telle que déterminée, par exem-
ple, par sa largeur lorsqu’elle se trou-
ve coupée par une perpendiculaire au
grand axe passant par le foyer (le
centre du Soleil) ;

(iv) pour la forme, un parametre
appelé excentricité que nous aborde-
rons plus loin mais dont la valeur est
0 pour une orbite circulaire, entre O et
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Figure 2.4. Orbite de la Terre (annuelle).

1 pour une orbite elliptique, 1 pour
une orbite parabolique et supérieure
a 1 pour une orbite hyperbolique.
Plutot que l’excentricité, on peut éga-

| lement utiliser le périhélie (c'est-a-

dire la plus courte distance entre |’or-
bite et le centre du Soleil) ou son
rapport au parameétre de largeur ;

¢ Enfin, nous avons :

(v) un parametre spécifiant 'angle
entre le grand axe de 'orbite de 1'ob-
jetetlaligne des noeuds (Figure 2.1).

La totalité du mouvement de I'ob-
jet est déterminée par ces éléments
de l'orbite et rien de plus. Si vous
maitrisez les principes de Kepler, vous
pouvez calculer la position de I'objet
pour n'importe quel instant du passé

| ou du futur. Tout ce que vous aurez

besoin de connaitre en plus des lois
de Kepler et des cinq parameétres dé-

Figure 2.5.
Orbite in-
connue
d'une « pla-
nete mysté-
rieuse » (pé-
riode incon-
nue).

crits ci-dessus, c’est le moment ot
l'objet occupait (ou occupera) une
position particuliére surl’orbite com-
me, par exemple, la position périhé-
liale. (Les astronomes incluent par-
fois dans la liste des éléments le der-
nier instant de passage au périhélie.)

Retournons maintenant en autom-
ne 1801, au moment ot1 Gauss s’est
intéressé a déterminer 'orbite d'un
objetinconnu observé par Piazzi, avec
seulement quelques mesures effec-
tuées dans les semaines qui avaient
précédé sa disparition dans I'éclat du
Soleil matinal.

D’abord, le petit arc de quelques
degrés que l'objet de Piazzi semblait
décrire sur la sphere céleste n’était
pas, bien str, son véritable trajet dans
I’espace. En fait, les positions notées
par Piazzi étaient le résultat d'une
combinaison assez compliquée de
mouvements. En effet, le mouvement
apparent de n'importe quel objet cé-
leste observé depuis la Terre est prin-
cipalement la combinaison des trois
processus, ou degrés d’action, sui-
vants :

1. La rotation de la Terre sur son
axe (rotation circulaire uniforme,
période d’un jour). (Figure 2.3)

2. Le mouvement de la Terre sur
son orbite képlérienne connue autour

| duSoleil (mouvement elliptique non

uniforme, période d‘un an). (Figu-
re 2.4)

3. Le mouvement de l'objet sur
une orbite képlérienne inconnue
(mouvement non uniforme, période
inconnue dans le cas d'une orbite
elliptique, ou inexistante dans le cas
d’une orbite parabolique ou hyper-
bolique). (Figure 2.5)

Ainsi, lorsque nous observons un
L4
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corps céleste, ce que nous voyons
c’est le résultat d'un mélange com-
plexe de ces mouvements. Quelle que
soit la petitesse de l'intervalle de
temps considéré, ces trois degrés d'ac-
tion agissent ensemble pour produire
les positions apparentes de l'objet. 11
s'avere qu'il n’est pas possible, a par-
tir des observations, de «séparer »
simplement les trois degrés du mou-
vement car, comme nous le verrons
plus loin, la maniére exacte dont ces
trois mouvements sont combinés
dépend des parametres de l'orbite
inconnue, qui est justement ce que
nous cherchons a déterminer ! Ainsi,
d‘un point de vue déductif, nous pour-
rions nous croire enfermés dans un
cercle vicieux sans espoir d’en sortir.
Nous reviendrons sur ce point.

Bien que les principales caractéris-
tiques du mouvement apparent
soient le résultat du « triple produit »
des deux mouvements elliptiques et
du mouvement circulaire mention-
nés ci-dessus, d’autres processus ont
également un effet qui, bien que rela-
tivement plus petit, sont néanmoins
mesurables sur le mouvement appa-
rent. Pour ses prévisions précises,
Gauss dut en particulier prendre en
compte les effets connus suivants :

4. Lecyclede 25 700 ans de préces-
sion des équinoxes qui reflete un
déplacement lent del’axe de rotation
de la Terre pendant la période d’ob-
servation (Figure 2.6). Le déplace-

lignes de visée

Ecli@i-q_u_e ¢

Equateur
célest

ment angulaire de l'axe de la Terre
pendant une seule année provoque
un déplacement dans la position ap-
parente des objets observés de I'ordre
dedizaines de secondes d’arc (dépen-
dantde leurinclinaison par rapporta
I'équateur céleste), qui est beaucoup
plus grand que la marge de précision
dont Gauss avait besoin. (A 'époque
de Gauss, les astronomes mesuraient

objet de Piazzi

[\
1\

Figure 2.6. Précession des
équinoxes (période de
25 700 ans). Onidentifie la
précession comme un dé-
calage graduel de la posi-
tion apparente des étoiles a
I’horizon, ainsi que com-
me un déplacementdu pdle
céleste. Ce phénomene se
produit car I'axe de rota-
tion de la Terre n’a pas une
direction fixe par rapport a
son orbite et aux étoiles
mais il tourne trés lente-
ment autour d’un axe ima-
ginaire appelé le « pole de
Iécliptique », la direction
perpendiculaire au plan de
Iécliptique.

en général des positions apparentes
d’objets dans le ciel avec une préci-
sion de l'ordre de la seconde d’arc, ce
qui correspond a 1/1 296 000 d'une
rotation compléte sur un cercle. Rap-
pelons qu'un cercle correspond a
360°; que 1°= 60 min d’arc; que
1 min = 60 sec d’arc. Gauss travaille
toujours avec des précisions de l'or-
dre du millioniéme ou mieux.)

orbite de
I'objet de Piazzi

orbite
terrestre

—{ 3

mur
(= étoiles fixes »)

Figure 2.7. Paradoxes du mouvement apparent. Le mouvement apparent de Céres, tel qu'il est vu de la Terre (positions
1, 2 et 3 sur le mur) est trés différent du mouvement réel de Cérés sur son orbite. Sur I'exemple représenté ici, I'ordre
des points 1, 2 et 3 sur le mur est I'inverse de celui des positions réelles. Ainsi, vu de la Terre, Cérés semble se déplacer
en arriere ! L’apparence bizarre de mouvement rétrograde et de « boucle » est due au différentiel entre les mouvements
de la Terre et de Cérés, combiné a leur configuration relative dans I'espace, le mouvement de la Terre est plus rapide
que celui de Céres (voir figure 2.8). Dans la réalité, le mouvement apparent est compliqué par le fait que les deux corps
ne se déplacent pas dans le méme plan.
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5. La nutation qui est un petit
décalage périodique de l'axe de la
Terre, surimposé au cycle de 25 700
ans de précession des équinoxes, et
lié principalement a l'orbite de la
Lune.

6. L'aberration qui est un léger
décalage de la direction apparente de
I'étoile ou la planeéte observée par
rapport a la « véritable » direction et
provoqué par la combinaison des ef-
fets de la vitesse de la lumiére finie et
de la vitesse de l'observateur, pen-
dant le temps que la lumiére met
pour l'atteindre.

7. Les positions apparentes des étoi-
les et des planetes, vues depuis la
Terre, sont également modifiées de
maniére significative par la diffrac-
tion de la lumiére dans I'atmosphére
qui courbe les rayons lumineux pro-
venant de I'objet observé et décale sa
position apparente d'un rapport plus
ou moins grand en fonction de son
angle par rapport a I'horizon. Gauss
supposa que Piazzi, en tant qu'astro-
nome expérimenté, avait déja fait les
corrections nécessaires pour la dif-
fraction dans ses mesures reportées.
Néanmoins, Gauss dut accorder une
certaine marge d’erreur aux mesures
de Piazzi, a cause de 'imprécision des
appareils optiques, de la détermina-
tion du temps, etc.

Pour finir, en plus des temps exacts
et des positions observées pour I'ob-
jet dans le ciel, Gauss eut également
besoin de connaitre la position géo-
graphique exacte de l’'observatoire de
Piazzi sur la surface de la Terre.

Qu’est-ce que
Piazzia vu ?

Admettons pour l'instant que les
complications créées par les effets 4,
5, 6 et 7 posent essentiellement des
problémes de nature technique et ne
changent rien a ce que Gauss appe-
lait « le nerf de ma méthode ». Foca-
lisons-nous d’abord sur la maniére
dont les trois principaux degrés d’ac-
tion 1, 2 et 3 se combinent pour
produire l'effet observé.

Dans un but pédagogique, essayez
de reproduire l'expérience suivante
qui nécessite simplement une gran-
de piéce et des tables. (Figures 2.7)
Installez un objet qui représentera le
Soleil et disposez trois objets de ma-
niére a représenter trois positions
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Figure 2.8. Mouvement rétrograde apparent pour Céres (en haut) et Pallas (en

bas), en 1998.

successives de la Terre dans son orbi-
te autour du Soleil. Cela peut étre
réalisé de plusieurs maniéres mais,
pour un premier essai, on peut placer
les positions de la Terre sur un cercle
d’environ 2 m autour du Soleil et a
environ 23 cm les unes des autres —
ce qui correspond, par exemple, aux
positions des dimanches de trois se-
maines successives. Disposez main-
tenant trois autres objets a une plus
grande distance du Soleil, par exem-
plea5 m, et séparés les uns des autres
de 6a 7 cm. Ces positions ne doivent
pas étre nécessairement sur un cercle
parfait. Elles représentent les posi-
tions hypothétiques del’objet de Piaz-
zi correspondant aux mémes diman-

ches successifs que ci-dessus.

Pour bien visualiser I'effet souhai-
té, le meilleur choix a faire pour les
« objets célestes », est de prendre des
petites sphéres colorées ou des perles
de diamétre de 1 cm ou moins, mon-
tées a l'extrémité de petits batons
plantés sur des supports fixes placés
sur une table.

Observez alors de chacune des
positions de la Terre, les positions
hypothétiques de l'objet de Piazzi
correspondantes et placez derriére ces
derniers un tableau ou une feuille
accrochée sur le mur opposé. Imagi-
nez que ce mur représente une por-
tion de la sphére céleste, ou la « sphe-

re des étoiles fixes ». Marquez sur le
3
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-
mur les points qui se trouvent sur les

lignes de visée reliant les trois paires
d’objets. Ces marques sur le mur re-
présentent les « données » des trois
observations de Piazzi en tant que
positions apparentes des objets par
rapport a la sphére des étoiles fixes,
ces trois observations étant suppo-
sées étre effectuées trois dimanches
successifs. Enreproduisantl’expérien-
ce avec différentes positions relatives
des objets, nous pouvons voir com-
ment se produisent les phénomenes
de mouvement rétrograde apparent
et de « boucle » (en fait, Piazzi avait
observé un mouvement rétrograde).
(Figure 2.8) On peut réaliser diffé-
rentes expériences avec d’autres ar-
rangements des objets de Piazzi pour
représenter différentes orbites.

Ce type d’expérience met en évi-
dence une ambiguité frappante dans
les observations. Ce que Piazzi avait
vu dans son télescope n’était qu'un
point faiblement lumineux, a peine
discernable des étoiles fixes si ce n’est
par son mouvement par rapport a ces
derniéres, jour apreés jour.

Sil’on s’en tient aux observations,
il semble n'y avoir aucun moyen de
savoir exactement a quelle distance
cet objet peut se trouver, ni selon
quelle direction il se déplace dans
I’espace. En effet, tout ce dont nous
disposons, ce sont trois lignes de vi-
sée reliant chacune des trois posi-
tions de la Terre, aux marques corres-
pondantes sur le mur. Pour autant
que nous sachions, chacune des trois
positions de l'objet de Piazzi peut se
trouver n’‘importe ot sur la ligne de
visée correspondante ! Nous connais-
sons les intervalles de temps entre les
positions que nous observons (il s’agit
icid'une période d'une semaine), mais
a quoi cela peut-il nous servir ? Ces
durées ne nous disent pas par elles-
mémes a quelle vitesse I'objet se dé-
place réellement, s'il est proche ou
lointain et s'il s"éloigne ou se rappro-
che.

Quel que soit le bout par lequel on

prend le probléme, il ne semble y |

avoir aucun moyen de déterminer

ses positions dans l'espace d’'une |
maniéredéductive, a partir des obser-
vations. Mais n’avons-nous pasoublié |

ce que Kepler nous a enseigné sur la
primauté de V'orbite par rapport aux
mouvements et aux positions ?
Gauss ne |'avait pas oublié et nous
découvrirons sa solution dansles sec-
tions qui suivent.
Jonathan Tennenbaum

3. DE LA METHODE, PAS DU TATONNEMENT

« Dans des investigations du genre de celle qui nous occupe, il ne faut pas tant
se demander comment les choses se sont passées, qu'étudier en quoi elles se
distinguent de tout ce qui est arrivé jusqu’a présent. »

C. Auguste Dupin,

dans Le double assassinat de la rue Morgue d’Edgar Allan Poe.

out en ayant a l'esprit les paro-
les de Dupin, revenons au di-
lemme sur lequel nous avons
buté au cours de notre discussion de
la section précédente. Ce dilemme
est lié au fait que ce que Piazzi avait

| observéen tantque mouvementd'un

objetinconnu par rapport aux €toiles
fixes, n'était ni le véritable trajet de
'objet dans l'espace ni méme une
simple projection de ce trajet sur la
sphére céleste de I'observateur, mais
plutét le résultat du mouvement de
I'objet et du mouvement de la Terre
pris ensemble.

Grace aux travaux de Kepler et de
ses successeurs, l'orbite de la Terre,
comprenant sa distance et sa posi-
tion par rapport au Soleil pour n'im-
porte quel jour de I'année, était dé-
terminée avec précision a l'époque
de Gauss. En conséquence, nous pou-
vons énoncer le défi posé par les
observations de Piazzi de la maniére
suivante : il est possible de détermi-
ner un ensemble précis de positions
dans l'espace a partir desquelles ont
été effectuées les observations de Piaz-
zi, compte tenu du mouvement pro-

pre de la Terre. Nous pouvons tracer,
pour chacune de ces positions, une
ligne de visée dans la direction selon
laquelle Piazzi a vu 'objet a ce mo-
ment-la. Tout ce que nous est permis

| de dire avec certitude a propos des

véritables positions de l'objet incon-
nu a l'instant donné, c’est que cha-
que position se trouve quelque part le
long de la ligne droite correspondan-
te. Qu’allons-nous faire ?

Face a une ambiguité aussi mani-
feste, toute tentative de « faire coller
une courbe » échoue. En effet, nous
n’avonsaucune position bien définie
a partir de laquelle on pourrait faire
« coller » une orbite ! Toutefois,
n'avons-nous pas quelque chose de
plus qui pourrait nous aider ? Aprés
tout, Kepler nous a appris que les
formes géométriques des orbites sont
(au moins jusqu’a un certain niveau
élevé de précision) des sections coni-
ques planes, ayant comme foyer com-
mun le centre du Soleil. Kepler nous
a également légué un ensemble de
contraintes cruciales (que nous exa-
minerons a la section 7) qui détermi-
nent le mouvement précis sur n'im-

Figure 3.1.

Les observations
de Piazzi définis-
sent trois « lignes
de visée » depuis
trois positions de
laTerre E, E, E,
mais ne nous In-
diquent pas ol se
trouve la planéte
sur ces lignes.
Nous savons par
contre que ces
positions se trou-
vent sur un plan
passant par le So-
leil.
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Carl Gauss : « Déterminer l’orbite d’un corps céleste sans supposition a priori »

Extrait de la préface de la
Théorie du mouvement des
corps célestes se déplacant
dans le voisinage du Soleil
selon des sections coniques
de Gauss.

| semble un peu étrange

que le probleme général

—deéterminer l'orbited’un
corps céleste sans supposition
a priori, a partir d’observa-
tions ne couvrant pas une lar-
ge période de temps et sans
faire un choix ayant pour but
d’appliquer des méthodes de
calcul particuliéres — ait été
presque totalement négligé

qui n’auront pas eu la chance
de se présenter a un moment
propice permettant de les sé-
lectionner. A cette époque-Ia,
I'annonce de la découverte de
la nouvelle planéte, le 1er jan-
vier de cette année, avec le
télescope de Palerme, était le
sujet de toutes les conversa-
tions ; et peu de temps apres
furentpubliées les observations
effectuées par le distingué as-
tronome Piazzi entre la date
citée ci-dessus et le 11 février.

Onnetrouve nulle partdans
lesannales de I'astronomie une
aussi grande opportunité de
montrer de maniére éclatante

jusqu’au début de ce siecle ;

ou, du moins, n’ait été traité par personne avec l'attention
que réclamait son importance, alors qu'‘il se recomman-
dait de lui-méme aux mathématiciens par sa difficulté et
son élégance, méme si sa grande utilité dans la pratique
n'était pas apparente. Une opinion a universellement
prévalu, selon laquelle une détermination complete a
partir d’observations couvrant une petite période de temps
était impossible — une opinion sans fondement — alors
qu'il est maintenant clairement établi que I'orbite d’un
corps céleste peut étre pratiquement déterminée a partir de
quelques bonnes observations effectuées sur seulement
quelques jours, et ce sans supposition a priori.

Il m’est venu a I'esprit quelques idées pendant le mois
de septembre 1801, [alors que j"étais] engagé a |'époque
sur un sujet trés différent, qui semblérent m‘indiquer la
solution du probléme important dont je viens de parler.

Dans de telles circonstances — par peur d’étre entrainé
trop loin par un probléme séduisant— il n'est pas rare que
nous rejetions certaines associations d‘idées qui, avec un
peu plus d’attention, se seraient avérées fructueuses en
donnant un résultat qui, sans elles, aurait été perdu par
négligence. Et le méme destin peut échoir aux concepts

la valeur de ce probleme — et
une plus grande opportunité semble difficile a imaginer—
que dans cette crise et cette nécessité urgente, alors que
tout espoir de découvrir dans les cieux, aprés presque un
an, cet atome de planéte parmi d’innombrables petites
étoiles, ne reposait que sur une connaissance assez ap-
proximative de son orbite basée sur ces quelques observa-
tions. Aurais-je jamais pu trouver de meilleure opportunité
pour tester la valeur pratique de mes conceptions que la,
en les utilisant pour déterminer 'orbite de la planéte Cérés
qui, pendant ces quarante-et-un jours, avait décrit un arc
géométrique de seulement trois degrés et qui, apres qu’un
an se soit écoulé, devrait étre cherchée dans une région du
ciel trés éloignée de I'endroit ot elle avait été vue pour la
derniére fois ?

La méthode fut pour la premiére fois appliquée en
octobre 1801, et la premiére nuit claire (le 7 décembre
1801), ot la planéte fut cherchée dans la direction qui en
résultait, rendit le fugitif a ses observateurs. Trois autres
nouvelles planétes furent ensuite découvertes, ce qui
donna de nouvelles opportunités pour examiner et vérifier
I'efficacité et la généralité de la méthode.

[Souligné dans l'original.]

porte quelle orbite, a partir du mo-
mentousontconnus les « éléments »
de l'orbite présentés a la section preé-
cédente.

Malheureusement, les observa-
tions de Piazzi ne nous donnent
meéme pas le plan dans lequel se trou-
ve |'orbite de I'objet. Comment al-
lons-nous le trouver ?

Considérez un plan arbitraire pas-
sant par le Soleil. Les lignes de visée
des observations de Piazzi vont l'in-
tersecter suivant un certain nombre
de points tels que chacun d’entre eux
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. est un candidat pour la position de

I'objet a 'instant considéré. Essayez

| ensuite de construire une section

conique, avec pour foyer le Soleil,
passant par ces points ou au moins
le plus prés possible d’eux... Hélas !
Nous sommes en train d’essayer de
faire «coller » une courbe! (Figu-

| re3.1)

Pour finir — et c’est 1a qu’apparait
un aspect nouveau important — vé-

| rifiez si les intervalles de temps, défi-
| nis par un mouvement képlérien le

long de la section conique en ques-

tion entre les points donnés, sont en
accord avec les intervalles de temps
réels des mesures de Piazzi. S'ils ne
conviennent pas— ce qui est presque

| toujours le cas — alors nous devons

rejeter cette orbite. Par exemple, si les
points d'intersection sont trés éloi-
gnés du Soleil, alors le mouvement
devra, a cause des contraintes de Ke-
pler, étre trés lent sur l'orbite corres-
pondante ; au-dela d'une certaine
distance, les intervalles de temps cor-
respondants seront plus grands que

les durées réeelles séparant les obser-
-
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-
vations de Piazzi. Par contre, si les
points sont trés proches du Soleil, le
mouvement sera trop rapide pour
s’accorder avec les temps de Piazzi.

La considération des intervalles de
temps nous permet ainsi de délimiter
quelque peu une zone de recherche,
mais le domaine des solutions possi-
bles demeure malgré cela monstrueu-
sement grand. A part Gauss, tous les
astronomes se sentirent obligés de
faire des suppositions a priori afin de
réduire fortement I"étendue des pos-
sibilités et de limiter ainsi au mini-
mum le nombre de leurs essais au
hasard.

L'astronome Wilhelm Olbers et
d’autres déciderent, par exemple, de
partir de I’hypotheése de travail selon
laquelle 'orbite recherchée serait pra-
tiquement circulaire, cas dans lequel
le mouvement deviendrait particu-
lierement simple. La troisieme con-
trainte de Kepler (appelée souvent
« Troisiéme Loi ») détermine une va-
leur spécifique de mouvement uni-

forme sur un cercle a partir du mo- |
ment ot le rayon de I'orbite circulai- |

re est connu. Selon cette troisiéme
contrainte, le carré de la période de
temps d’une orbite circulaire fermée
(c’est-a-dire circulaire ou elliptique)
mesurée en années est égal au cube

du grand axe de l'orbite mesuré en |

unité astronomique (une unité astro-
nomique est égale au grand axe de
I'orbite terrestre). Olbers prit ensuite
deux mesures de Piazzi et calcula le
rayon qu'une orbite circulaire devrait
avoir pour étre en accord avec ces
deux observations.

1l est facile de voir comment pro-
céder selon ce principe: les deux
observations définissent deux lignes
de visée, chacune ayant pour origine
la position de la Terre au moment de
'observation. Imaginez une sphére
de rayon variable r centrée sur le
Soleil (Figure 3.2). Pour chaque
choix de r, cette sphere va intersecter
les lignes de visée en deux points P et
Q. Ayant supposé que la planéte se
déplacerait selon une orbite circulai-
rederayonr, les points P et Q seraient
les deux positions correspondantaux
deux instants des deux observations,
et l'orbite serait le grand cercle de la
sphére passant par ces deux points.
Par ailleurs, les contraintes de Kepler
nous permettent de savoir exacte-
ment quelle serait la taille del'arc que
devrait parcourir n'importe quelle
planéte pendant I'intervalle entre les
deux observations, si son orbite était

Figure 3.2. Méthode pour déterminer |'orbite de Céres dans I’hypothése ol
cette orbite serait circulaire. Deux observations de Céres définissent deux
lignes de visée venant de deux positions de la Terre E, et E, (les positions de
la Terre au moment des observations). Une sphere de rayon r et ayant pour
centre le Soleil intersecte les lignes de visée en deux points P et Q, qui se
trouvent sur un unique grand cercle C de cette sphére. Une sphére avec un
rayon différent r’ définirait deux autres points P’ et Q' et une différente orbite
hypothétique C'. Déterminez la valeur unique de r pour laquelle la taille de
I'arc PQ serait en accord, selon les lois de Kepler, avec le mouvement qu’une
planéte aurait réellement en se déplacant sur I'orbite circulaire C pendant
Iintervalle de temps entre les deux observations.

un cercle de rayon r. Comparez en-
suite I'arc déterminé a partir des con-
traintes de Kepler avec 'arc réel entre
P et Q lorsque la longueur du rayon r
varie, et relevez la ou les valeurs de r
pour lesquelles les deux coincident.
Cette détermination peut étre aisé-
ment traduite sous forme d'une équa-
tion mathématique dont la résolu-
tion numérique ne pose pas de pro-
bléme particulier. Ayant ainsi trouvé
une orbite circulaire qui « collait »
avec deux observations, Olbers fit
des comparaisons avec d’autres me-
sures pour corriger son orbite initia-
le.

A travers toute I'Europe, vers la fin
del’année 1801, des astronomes com-
mencerentachercherl’objet que Piaz-
zi avaitobservé aux moisde janvier et
février, en se basant sur des approxi-
mations du type de celle d’Olbers. En
vain ! Gauss publiaen décembre de la
méme année son hypothése sur l'or-
bite de Cérés reposant sur sa propre

méthode de calcul d'un type comple-
tement nouveau. Selon les calculs de
cette méthode, I’objet se trouverait a
plus de 6° au sud des positions pré-
vues par Ofbers, un angle énorme en
astrophysique. Peu de temps apres,
I’objet fut trouvé trés pres de la posi-
tion prévue par Gauss.

Contrairement a toutes les autres,
la méthode de Gauss n’utilisait aucun
procédé d’essais au hasard. Sans émet-
tre aucune supposition a priori sur la
forme particuliére de 'orbite et en
n’utilisant que trois mesures bien
choisies, Gauss parvint a construire
immédiatement une bonne premieé-
re approximation de l'orbite, puis
I'améliora sans aucune observation sup-
plémentaire jusqu’a un degré de préci-
sion tel qu'il rendit possible la redé-
couverte de l'objet de Piazzi.

Pour réussir cela, Gauss considéra
'ensemble des observations (com-
prenant aussi bien les temps que les
positions apparentes) comme étant
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un ensemble d'intervalles harmoniques.
Méme si les mesures s'enchevétrent
— et C'était le cas — avec des effets de
projection le long de lignes de visée
et le mouvement de la Terre, nous
devons partir du fait que la courbure
sous-jacente, déterminant une orbite
entiere a partir de n’importe quel
segment arbitrairement petit, est
d’'une certaine maniére exprimée de
facon légitime dans un tel réseau
d’intervalles.

Pour déterminer |'orbite de I'objet
de Piazzi, nous devons arriver a iden-
tifier les caractéristiques spécifiques
qui révelent 'orbite dans son ensem-
ble a partir, pour ainsi dire, de ce qu'il
y a « entre les intervalles » des obser-

vations et qui la distinguent de tou-

tes les autres orbites. Cela nécessite
que nous conceptualisions la cour-
bure supérieure sous-jacente a l'en-
semble de la variété des orbites képlé-
riennes. En fait, cette courbure supé-
rieure ne pouvait pas étre exprimée
de maniére adéquate a partir du type
defonctions mathématiques qui exis-
taient avant le travail de Gauss.
Nous pouvons éclairer quelque peu

Figure 3.3. Construction d’'une
ellipse de la forme de lorbite de
Mars.

ces questions a partir de la recherche
expérimentale élémentaire en géo-
métrie que nous allons maintenant
décrire. En utilisant la méthode habi-
tuelle de la ficelle et des deux clous,
construigzz une ellipse ayant la for-

me de 'orbite de Mars de la maniére
suivante (Figure 3.3). Plantez deux
clous distants de 5,6 cm l'un de
l'autre, dans une planche lisse recou-
verte par un papier blanc. Prenez un
bout de ficelle de 60 ¢cm et fixez cha-
cune de ses extrémités a un clou
(vous pouvez également faire une
boucle avec la ficelle de 60 + 5,6 =
65,6 cmetladisposerautour des deux

| clous). Tendez la boucle avec la poin-

ted’un crayon et tracez l'ellipse com-
me cela estindiqué. Les positions des

deux clous représentent les foyers. La
| courbe tracée est une représentation
| al'échelle de l'orbite de Mars avec le

Soleil a I'un des foyers.
Vous remarquerez que la courbe

- est difficile a distinguer d’un cercle a

l'ceil nu. En effet, marquez le point
milieu de 'ellipse (qui est le milieu
du segment des deux foyers), et com-
parezles distances de plusieurs points
de la circonférence au centre. Vous
trouverez une dispersion maximale
de l'ordre de seulement 1 mm
(1,3 mm pour étre plus précis) entre
la distance maximum (la distance
entre les deux extrémités du grand

L3

(foyer) 3,2

| Py

Figure 3.4. a) Les positions de Mars sur son orbite autour du Soleil a des intervalles égaux d'environ trente jours.
Remarquez que les arcs orbitaux sont plus longs quand Mars est plus proche du Soleil (mouvement rapide) et plus courts
quand Mars est plus loin (mouvement lent), de maniére a ce que les aires des secteurs orbitaux correspondant soient
égales (la « loi des aires » de Kepler). b) Vous puvez voir sur cet agrandissement de |'orbite de Mars les petites aires
séparant les cordes et les arcs orbitaux et reflétant la courbure de I'orbite sur un intervalle donné. Ces aires changent de
taille et de forme d’une portion d’orbite a la suivante, ce qui reflete un changement permanent de courbure.
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-
axe) et la distance minimum (la dis-

tance entre les deux extrémités du
petit axe). Ainsi, la différence entre
I'ellipse et un cercle parfait n'est de
l'ordre que de quatre pour mille.
Comment Kepler fut-il capable de
détecter et de prouver la non-circula-
rité de la forme de l'orbite de Mars
compte tenu d'une aussi petite diffé-
rence, et comment put-il déterminer
avec certitude la nature exacte de
cette forme non circulaire sur la base
de la technologie disponible & son
époque ?

Remarquezsurla figure 3.4a que
la distance par rapport au Soleil (le
foyer repéré), change de maniere sensi-
ble lorsque I'on se déplace le long de
'ellipse.

Choisissez ensuite deux points P,
et P, n'importe ot sur la circonféren-
ce de lellipse a4 2 cm 1'un de l'autre,
L'intervalle entre eux correspond a
deux positions successives de Mars
entre lesquelles s’est écoulée environ
une semaine (en fait plus ou moins
10% de cette durée suivant I'endroit
exact ou se trouvent I’ et P, par
rapport au périhélie et a I'aphélie).
Tracez des lignes radiales entre les

points P, P, et le Soleil, dont les
longueurs seront appelées r, etr,.

Considérez l'aire contenue dans le
triangle curviligne formé de ces deux
lignes radiales et du petit arc entre P,
et P, sur la trajectoire de Mars. Com-
parez cet arc avec d’autres arcs analo-
gues en d’autres points sur 'orbite et
considérez les propositions suivan-
tes : si I'on met de coté des cas ou les
points sont symétriques par rapport
aux axes de l'ellipse, deux arcs de ce
type ne sont jamais superposables dans
aucune de leurs parties. Si 'on change
les paramétres del'ellipse — par exem-
ple, en modifiant d'une quantité aus-
si petite que l'on veut la distance
entre deux foyers — alors aucun des
arcs de la nouvelle ellipse, aussi petit
soit-il, ne sera superposable a aucun
des arcs de l'autre, dans aucune de
leurs parties ! Chaque arc est donc
caractéristique seulement de l'ellipse
dont il fait partie. La méme chose est
vraie pour tous les types d'orbites
képlériennes.

Considérez quels moyens pour-
raient étre congus pour reconstruire
l'orbite dans son ensemble a partir de
n‘importe lequel de ces arcs. Quel

| moyen, par exemple, permettrait de
. déterminer, a partir d'une petite por-
| tion de trajectoire planétaire, si elle
| appartient a une orbite parabolique,
' hyperbolique ou elliptique ?
. Comparez ensuite l'arc orbital en-
| tre P, et P, avec le segment de droite
reliant P, et P, (Figure 3.4b). Ces
deux lignes délimitent ensemble une
petite aire, virtuellement infinitési-
male. A I'évidence, la caractéristique
unique de l'orbite elliptique particu-
liere doit étre reflétée d'une certaine
facon dans la maniere spécifique par
laquelle cet arc différe de cette ligne,
comme on peut le voir reflété dans
l'aire « infinitésimale ».
Enfin, ajoutez un troisiéme point
P, et considérez les triangles curvili-
gnes correspondant aux trois paires
(P, P,), (P, P) et (P, P, ensemble,
ainsi que les triangles rectilignes cor-
respondants et les aires « infinitési-
males » qui les composent. Leurs re-
lations harmoniques mutuelles et les
intervalles de temps correspondants
sontau cceur de laméthode de Gauss,
a lexact opposé de la « linéarisation
dans le petit ». '
Jonathan Tennenbaum

4. FAMILLES DE CATENAIRES

Un interlude pour quelques considérations inattendues sur la notion de « courbure »

bléme posé par Gauss nécessite

de chaine entre les deux points décrit

Toute solution valable au pro- | action de son poids, alors la portion

de comprendre la courbure ca-
ractéristique des orbites de Kepler
« dans le petit ». Avant d'étudier les
propres travaux de Kepler sur le sujet,
il peut étre utile de revenirsur Terre et
de jeter un coup d’ceil rapide sur la
question apparentée des caténaires
— ces derniéres se prétant plus faci-
lement a des expériences directes
que les orbites planétaires elles-
mémes.

Caténaires, monades et
un premier apercu sur les
fonctions modulaires

Lorsqu’une chaine flexible est sus-
pendue par deux points et qu'on la
laisse prendre sa forme sous la seule

une espece caractéristique de courbe
appelée caténaire. La caténaire idéale
est produite par une chaine consis-
tant en des maillons tres petits réali-
sés dans un matériaurigide, et avecle
moins de frottements possibles ; une
telle chaine est pratiquement inélas-
tique (c’est-a-dire qu’elle ne peut pas
étre étirée) et parfaitement flexible,
dans les limites imposées par le dia-
metre des maillons individuels.

1l est a remarquer que la forme de
la caténaire ne dépend que de la
position des deux points de suspen-
sion et de la longueur de la chaine
entre ces points, mais pas de sa masse
ni de son poids.

Faites les expériences suivantes en
vousaidant d’une chaine fine, suspen-
due parallélement a un tableau ouun
mur vertical et pas trop loin de celui-ci
(de maniére a ce que sa forme puisse

| aisément étre observée et tracée).
Pour certaines de ces expériences,
il convient mieux d’utiliser deux clous
ou deux longues épingles fixées tem-
porairement sur le tableau ou le mur,
en guise de points de suspension. Les
clous ou aiguilles doivent étre relati-
vement fins et avec de petites tétes
pour que les maillons puissent glis-
ser, nous permettant ainsi de faire
varier la longueur de la portion sus-
pendue. Pour certaines expériences,
il vaut mieux fixer un seul point de
suspension avec un clou et tenir
I'autre bout dans la main.
Commencez par fixer deux points
de suspension quelconques pour une
longueur de chaine arbitraire (Figu-
re 4.1). Observez a quel point la for-
me de chaque partie de la caténaire
ainsi formée dépend de toutes les
autres parties. Ainsi, si nous essayons
de modifier n'importe quelle portion
de la caténaire en la poussant de coté
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ou en avant avec le bout du doigt,
nous pouvons voir que la courbe en-
tiere est affectée de maniére sensible
sur toute sa longueur. Ce comporte-
ment de la caténaire reflete le princi-
pe de moindre action élaboré par

S ———

Figure 4.1. Une caté-
B naire est formée par
une chaine suspendue
entre deux points.

Leibniz selon lequel I'Univers entier,
y compris ses régions les plus éloi-
gnées, réagit a n'importe quel événe-
ment, dans toutes ses parties. Il n’exis-
te pas d'action « isolée » entre deux
points, contrairement a ce que disent

Figure4.2.Varierlalon-
B gueur de la chaine per-
met d'engendrer une
famille de caténaires de
différentes courbures.

Figure 4.3. Varier un des points de fixation permet d'engendrer une seconde

famille de caténaires.
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les newtoniens.

Remarquezque la courbure de cha-
que élément de la caténaire change
constamment lorsque 1'on passe du
point le plus bas au point le plus
haut.

Construisez ensuite une famille de
caténaires en maintenant les points
de suspension inchangés mais en fai-
sant varier la longueur de la chaine
entre ces points (Figure 4.2). Obser-
vez les changements dans la forme et
dans la courbure ainsi que dans les
angles que forme la chaine avec 1'ho-
rizontale a ses points de suspension,
en fonction des variations de lon-
gueur.

Construisez une seconde famille
de caténaires en gardant constante la
longueur de la chaine et en faisant
varier seulement un des points de
fixation (Figure 4.3). Si A est le pre-
mier point de suspension et L la lon-
gueur de la chaine suspendue, alors
le second point B (qu'il vaut mieux
tenir a la main) peut se trouver n'im-
porte ou dans un cercle de centre A et
de rayon L. Si B est sur la circonféren-
ce du cercle, alors la caténaire dégé-
nére en une ligne droite. (Ou du
moins quelque chose de voisin d'une
ligne droite, étant donné que cette
situation idéale requiert une « ten-
sion infinie », physiquement impos-
sible, pour compenser les effets de la
gravitation.) Observez les change-
ments de forme lorsque B se déplace
autour de A sur un cercle de rayon
inférieur a L. Observez également les
changements dans les angles que for-
me la caténaire avec I'horizontale a
chacune de ses extrémités, en fonc-
tion de la position de B. Observez
finalement les changements de la
tension que la chaine exerce au point
B tenu en main, quand sa position est
changée.

Examinez cette seconde famille de
caténaires dans le cas ou la longueur
suspendue est trés courte. En combi-
nant la variation du point de suspen-
sion avec celle de la longueur (pre-
miére et deuxiéme familles), on ob-
tient la variété de toutes les caténai-
res élémentaires.

Considérez maintenant la propo-
sition remarquable suivante : tout arc
de caténaire est lui-méme une caténai-
re! La preuve : prenez une caténaire
donnée entre deux points de suspen-
sion A et B, examinez l'arc S délimité
par deux points quelconques C et D
de la courbe (Figure 4.4a). Plantez

desclousa traversla chaineen Ceten
L
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D sur le tableau. Remarquez que la

forme de la chaine resteinchangée. Si

la chaine des extrémités, ou que l'on
détache simplement les premiéres
fixations A et B, alors la portion de la
chaine entre C et D sera suspendue
entre ces deux point— donc sera une
caténaire — tout en gardant la forme
originale de l'arc S (Figure 4.4b).
Considérez ensuite une autre pro-
position remarquable : la totalité de la

forme de la caténaire (jusqu’a ses points |

de fixation) est implicitement détermi-
née par n'importe lequel de ses arcs,

maintenant’onretireles portionsde |

aussi petit soit-il. Dans d'autres ter-

mes : si n’importe quel arc d’une ca-
ténaire, aussi petit soit-il, est con-
gruent en taille et en forme a un arc
d'une autre caténaire, alors les deux
caténaires sont superposables sur la
totalité de leurs longueurs. (Seuls les
extrémités peuvent différer, comme
lorsque nous avons remplacé A et B
par C et D pour obtenir une sous-
caténaire de la courbe originale.) Pour

avoirun apergu de la validité de cette |

proposition, essayez de la mettre en
défaut par I'expérience qui suit.
Fixez I'une des extrémités de 1'arc
en question par un clou en C et
marquez la position d'une autre ex-
trémité, D, sur le mur ou le tableau
derriére la chaine (Figure 4.5). Pre-
nez ensuite en main l'extrémité de la
chaine du coté de D, en B (B est a
I'extrémité droite de la chaine si D est
adroite de C et vice versa), et essayez
de déplacer cette extrémité de manie-
rea ce que la caténaire correspondan-
te (dont I'autre extrémité est C) passe
toujours par D, comme on peut le
vérifier grace a la marque sur le ta-
bleau. En maintenant cette contrain-
te, on construit une famille de caté-
naires ayant pour points communs C

donc échoué.

Bien qu'elles mériteraient un exa-
men plus approfondi, ces considéra-
tions suggérent trois choses : d"abord,
tous les arcs qui font partie de la
méme caténaire ont en commun une
caractéristique interne qui détermi-
ne elle-méme la totalité de la caténai-
re. Ensuite, et en conséquence de ce

| qui précede, lorsque I'on observe dif-
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Figure 4.4. Chaque arc de caté-
naire est lui-méme une caténai-
re.

et D. Observez, en procédant de la
sorte, que la forme de l'arc entre C et
D change continuellement lorsque
I'extrémité mobile B change. Ce chan-
gement dans la forme est corrélé avec
la constatation que la tension exer-
cée par la chaine sur ses extrémités
change selon leurs positions relati-
ves ; selon le niveau plus ou moins
grand de tension, l'arc entre C et D
sera plus ou moins courbé. Une seule
position de B (en fait, la position
originale) produit exactement la
méme tension et la méme courbure
que l'arc original CD. Notre tentative
de mettre la proposition en défaut a

Figure 4.5. Une seule position
de B (en fait, la position origi-
nale) produit exactement la
méme tension etlaméme cour-
bure que l'arc original CD.
Notre tentative de mettre la
proposition en défaut a donc
échoué.

férentes parties d'une caténaire don-
née, nous observons, dans un certain
sens, différentes expressions locales d'une
méme entité globale. Bien que les diffé-
rentes petites portions de la caténaire
aient des courbures différentes du
point de vue de la géométrie visuelle,
elles partagent, dans un sens plus
profond, la méme « courbure supé-
rieure » caractéristique de la caténai-
re dont elles font partie. Enfin, il doit
exister un type de courbure encore
supérieur qui définit la caractéristi-
que commune de toute la famille des
caténaires. On peut considérer que
cette derniére entité est congruente
avec le concept de Gauss de fonction
modulaire pour 'espece des caténai-
res, comme cas particulier de ses fonc-
tions hypergéométriques. Cette enti-
té englobe l'ensemble de toutes les
caténaires, d'une maniére analogue a
la caractéristique cruciale des orbites
planétaires de Kepler. (Dansle cas des
caténaires élémentaires du champ
terrestre, la différence entre les caté-
naires est simplement, a un certain
degré d’approximation, de l'ordre
d’une « autosimilarité scalaire ». Cela
n’est pas le cas, méme approximati-
vement, pour les orbites képlérien-
nes.)

Dans un article de 1691, Leibniz
écrit que Galilée avait fait 'erreur
d’identifier la caténaire a une parabo-
le. L'erreur de Galilée, et 1a différence
entre les deux courbes, fut démon-
trée par Joachim Jungius (1585-1657)
a l'aide d'expériences trés précises.
Cependant, Jungius ne parvint pas a
identifier la loi sous-jacente a la caté-
naire. Leibniz insista sur le fait que la
caténaire ne peut pas étre comprise
dans les termes de la géométrie que
nous associons a Euclide (ou plus
tard a Descartes), mais qu’elle est pré-
disposée a une forme supérieure d’analy-
segéometrique, dont les principes sont
inhérents au calcul infinitésimal. Ce
calcul esten fait la réponse de Leibniz
au défi que Kepler lanca au monde
des géometres dans son Astronomie
Nouvelle (Astronomia Nova) en 1609.
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