épistémologie

JONATHAN TENNENBAUM

L'auteur retrace, de
maniére non
conventionnelle, deux
des grandes révolutions
de I'histoire des
mathématiques : celle
opérée par Nicolas de
Cues et l'autre par Georg
Cantor.

ertains disent que le langa-
ge étant la base de la pen-
sée, personne ne peut pen-
ser sans avoir recours a des
mots. Sans examiner ce qu'il peut y
avoir de vrai dans cette affirmation, il
ne faut pas oublier que la langue
change et évolue dans le temps. De
nouvelles conceptions naissent quel-
que part dans les profondeurs de I'es-
prit humain et, plus tard, on leur
donne un nom. Que se passe-t-il au
niveau des langues mémes? Est-il
possible que toute une langue puisse
naitre dans l'esprit d’une seule per-
sonne ?

Les toutes premiéres formes de lan-
gage parlé ne nous sont pas connues.
Les observations astronomiques rap-
portées dans les hymnes védiques,
qui furent chantés et transmis de

| génération en génération bien avant
. d’étre transcrits, permettent de dater

ces hymnes a au moins 4000 ans
avant J-C. En ce temps-la, le sanscrit
étaitdéja une langue élaborée et com-
pléte. La structure fondamentale des
langues indo-européennes, y com-
pris I'ensemble des langues moder-
nes européennes, ainsi que le russe et
d’autres langues slaves, remonte a
des milliers d’années et n'a pas subs-
tantiellement changé depuis. Il en va
de méme pour le chinois et pour des
langues sémites comme I'hébreux et
I'arabe. En dépit de multiples chan-
gements, les langues que nous par-

IS niveaux
thématiques

lons aujourd’hui sont donc trés an-
ciennes.

Des origines des
mathématiques

Ce n’est pas le cas des mathémati-
ques et de la musique. Les mathéma-
tiques — la partie du langage dont le
développement est le plus directe-
ment lié & l'accroissement du pou-
voir de 'homme sur la nature au
cours des 2500 derniéres années —
ont évolué en une série de révolu-
tions au cours desquelles le contenu
et la forme se sont élargis et dévelop-
pésde facon assez notable. Parce qu'il
est plus récent, le développement de
la composante mathématique — ou,
dans un sens plus large, géométrique
— du langage, nous est bien plus
accessible que les premiers stades du
langage parlé. En étudiant son histoi-
re, nous pourrions espérer découvrir
quelque chose de grande valeur sur
l'esprit humain.

Survolant les 2500 derniéres an-
nées de développement des mathé-
matiques, deux événements spécifi-
ques peuvent étre présentés comme
des révolutions radicales.

Le premier se produisit il y a quel-
que 550 ans, dans le contexte des
travaux de Nicolas de Cues et de
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l'avéenement de la Renaissance en
Europe aux xv* et xvi© siécles. Le se-
cond, bien plus proche de nous dans
le temps, remonte a la notion du
transfini élaborée par Georg Cantor
il y a une centaine d’années, et sa
découverte des « sériesd’alephs » (X).
Ces deux événements définissent trois
niveaux ou domaines au sein des
mathématiques, aussi bien du point
de vue de son évolution historique
que de son existence actuelle. Ces
trois niveaux de mathématiques cor-
respondent a trois maniéres différen-
tes de concevoir 'Univers.

Le premier niveau, A, peut étre
rattaché, historiquement, a la géo-
métrie euclidienne des Grecs, celle
qu’utilisa, par exemple, Archimede.

Le deuxiéme niveau, B, est marqué
par l'introduction des fonctions « non
algébriques » ou « transcendantales »
avectouslesdéveloppements quis’en
suivirent. Ce nouveau domaine des
mathématiques remonte essentielle-
ment aux travaux de Nicolas de Cues,
et ce savoir sera transmis par les géo-
metres de la Renaissance tels Brunel-
leschi et Léonard de Vinci pour éclo-
re pleinement au cours des derniéres
décennies du xvii© siecle, notamment
dans les travaux de Huygens, Leibniz
et Bernouilli. Cent cinquante ans plus
tard, Riemann élargira remarquable-
ment les limites de ce domaine ma-
thématique et, peu aprés, Cantor ef-
fectuera la percée fondamentale pour
entrer dans le domaine du transfini.

Le troisieme niveau, C, domaine
du mode de pensée lié¢ aux séries
d’alephs, en est toujours a sa phase
initiale.

Je propose de jeter un coup d’ceil
sur ces trois niveaux, non tant pour
en examiner le contenu que pour
mieux saisir le changement du mode
de pensée quiamenedel'un al'autre,
c'est-a-dire de A a B, puisde Ba C.

Avant de rentrer dans le vif du
sujet, je souligne que mon objectif
n’est pas ici d'étre précis de maniére
formelle. Au contraire, je suis obligé
d’employer des expressions plutot
métaphoriques. La nécessité de cette
approche deviendra évidente, du
moins je l'espére, a la fin.

Niveau A

La forme de mathématiques « géo-
meétrie euclidienne » fut érigée en sys-
teme déductif logique aux environs

de 300 avant J-C. Bien que les treize
livres des Eléments d’Euclide ne four-
nissent a bien des égards qu'une re-
présentation déformée et partielle de
ce que fut réellement la géométrie
grecque, ils suffisent pour mettre en
lumiére la limite de celle-ci, frontiére
que Nicolas de Cues a franchie en
lancant la révolution menant vers
I'étape supérieure.

La géométrie euclidienne souléve
la question de l'organisation de I'es-
pace et de toutes les formes spatiales
possibles. Elle tente de réduire ces
formes a des éléments fondamen-
taux dont les relations mutuelles

| obéissent a certaines régles ou lois.
| L’élément de base est le point. Cette

affirmation est considérée comme
une évidence en soi qui ne nécessite
pas d’autre interrogation. Le second
élément est la ligne droite, ce qui,
encore une fois, va de soi. Le troisie-
me élément est le plan. Pour citer
I'une des relations fondamentales

| entreceséléments, lagéométrie eucli-

dienne postule qu’entre deux points
donnés, il existe une ligne droite.
La géométrie euclidienne admet,
outre le point, la ligne droite et le
plan, un élément additionnel : le cer-
cle, qui est associé a une notion de
mesure de longueur ou de distance.
Lacirconférence du cercle seraitcom-

| poséede tous les points €loignés d'une

certaine distance précise du point
considéré comme le centre. Dans I'es-
pace, la forme correspondante est la
sphére. Nous avons donc ces catégo-
ries d’objets — points, ligne droite,
plan, cercle, sphere.

Nous allons tacher de construire
ou de rendre compte de toutes les

| formes dans l'espace, a partir de ces

éléments. Nous aurons directement
recours a la régle et au compas pour
ce faire.

Nous commengons par les formes
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les plus simples : les triangles de di-
vers types. Ensuite, nous passons aux
rectangles et aux polygones de diffé-
rents types, puis aux formes solides
qui leur correspondent. Nous exami-
nons les relations de proportion et de
grandeur, a l'aide de segments défi-
nis par paires de points sur une ligne.
Nous trouvons des moyens de diviser
tout segment en deux, trois, ou x
nombre de segments ¢gaux, d'ajou-
ter et de soustraire des longueurs, de
les multiplier et de les diviser selon
les lois de la proportionnalité. Toutes
ces opérations peuvent étre expri-
mées sous forme sténographique, en
termes d’algebre. Puis, nous passons
aux surfaces et aux volumes. Nous
découvrons de belles relations com-
me celle attribuée a Pythagore, a pro-
pos des surfaces des carrés formés sur
les cotés d’un triangle rectangle, rela-
tion qui peut étre démontrée en divi-
sant un grand carré de deux fagons
(Figure 1).

Cependant, on rencontre trés vite,
méme dans la géometrie euclidienne
élémentaire des figures planes, des
paradoxes et des anomalies. Ce sont
des problémes que I'on peut formu-
ler facilement mais que 1’on ne peut
résoudre en restantdansle cadre dela
géométrie euclidienne. Ces anoma-
lies indiquent les limites externes de
cette géométrie.

Par exemple, on rencontre le phé-
nomeéne de l'incommensurabilité
entre des segmentsdedroite. On peut
partager I'étonnement des premiers
géomeétres qui se rendirent compte
qu'il n’existe pas de mesure commu-
ne entre la diagonale et le coté d'un

| carré ; méme en les divisant en seg-

ments égaux, on ne peut les compa-
rer par des nombres rationnels. Cette
prise de conscience a mené a la créa-
tion d’espéces de nombres différen-
tes, destinées a « remplir » les vides
existantentre les fractions et lesnom-
bres rationnels.

Une autre anomalie concerne la
division d'un cercle en y inscrivant
des polygones réguliers. Il est facile
de construire un triangle équilatéral
dans un cercle, ou un carré, dont les
angles divisent la circonférence du
cercle en quatre arcs égaux. Nous
pouvons aussi construire un polygo-
ne régulier a cinq c6tés, le pentago-
ne, bien que, curieusement, la cons-
truction soit différente d'une facon
qui ne peut étre complétement com-
prise que d’un point de vue supé-
rieur. L’hexagone est aussi facile a

-
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-
construire. Mais le suivant, ’hepta-

gone, défie absolument une solution |

exacte passant par la régle et le com-
pas. Nous nous heurtons 1a a une
limite réelle dans la géométrie eucli-
dienne.

Ce qui nous ameéne a un autre
probléme célébre : la quadrature du
cercle (Figure 2). Pourun cercle don-
né, comment construire un carré dont
la surface est parfaitement égale a
celle du cercle ? Une approche im-
médiate, qui remonte aux temps an-
ciens, consiste a faire converger un
polygone vers la circonférence du
cercle en multipliant le nombre des
cOtés. Pour ceux qui ont une certaine
expérience, il n’est pas difficile de
diviser un polygone régulier en trian-
gles rectangles, de rassembler ceux ci
en un rectangle, et finalement trou-
ver le coté du carré dont la surface est
égale a ce rectangle. Si I'on utilise un
polygone inscrit dans un cercle, le
carré correspondant sera légérement
plus petit en surface que le cercle;
I'« erreur » correspond a la petite sur-
face comprise entre les cotés du poly-
gone et les arcs de cercles sous-ten-
dus. De méme, si l'on circonscrit le
cercle par un polygone, on obtient
une surface qui est légérement plus
grande. En calculant la moyenne
entre les deux surfaces, on obtient
une bonne approximation de la sur-
face ducercle. Le géomeétre chinois Liu
Hui, aux environs de 264 apres ]-C,
en utilisant un polygone de 3072
cOtés, avait obtenu une valeur ap-
proximative a cinq décimales prés.

A notre connaissance, en 250 av J-
C, Archimeéde était le premier a con-
sidérer des séries entieres de polygo-
nes inscrits ou circonscrits dont le
nombre de cotés allait croissant. La
procédure la plus simple consiste a
commencer par un triangle ou un
carré et a doubler, progressivement,
le nombre de sommets et de cotés. 11
suffit de couper par des bissectrices
les arcs ou les cotés correspondants
de chaque polygone successif. Ainsi,
par exemple, en commengant avec
un carré inscrit, nous construisons
un octogone, un polygone a 16 cotés,
a 32 cotes, etc.

Archiméde appelait cette démar-
che la « méthode d'épuisement » et,
en fait, il est facile de voir que la
surface polygonale remplit rapide-
ment la surface circulaire a mesure
qu’augmente le nombre de cotés. La
surface restante, 1'« erreur », est ré-
duite de plus de la moitié a chaque

fois que 'on double le nombre des
coOtés du polygone. En allant aussi
loin que possible dans la série de
polygones, on peutrendrel’« erreur »
aussi petite que I'on veut. Néanmoins
— et c'est la que se situe le probleme
—on n'arrive jamais au point d’avoir
éliminé complétement '« erreur ». I
y aura toujours un léger écart entre le
polygone et le cercle.

La situation se complique si I'on
prend la sphére a la place du cercle.
Dans ce cas, on tentera d’approcher
la surface de la sphére a l'aide de
polyedres. Parmi ceux-ci, les plus pro-
ches en qualité de la sphére sont les
polyédres réguliers ayant des faces
identiques et symétriques. Or on ne
peut construire que cinq polyédres
de ce type — les fameux solides plato-
niciens : le tétraédre, le cube, I'octaeé-
dre, ledodécaedre et l'isocaédre. (Tous
peuvent en fait étre dérivés du dodé-
caédre.) Pour les polyedres, il n'y a
aucune procédure de doublement
simple, comme on a pu le faire avec

Voici la représentation
géométrique du célebre théo-
reme de Pythagore ol l'on
peut voir a quoi correspon-
dentles carrés de laformule :
a2+ b2 =c?

les polygones, et certainement aucu-
ne qui puisse préserver la propriété
de la symétrie. Ici, la différence entre
le monde linéaire des plans et des
droites, et le monde courbe de la
sphére semble prendre une forme
trés tangible et irréductible.

La révolution du Cusain

Au milieu du xv* siécle, Nicolas de
Cues reprit les travaux qu’Archimede
avait réalisé plus de 1700 ans aupara-
vant, et il poussa sa méthode jusqu’a
sa limite conceptuelle. Revenant a
'approche par « épuisement », le
Cusain se demanda si I'on pouvait
considérer que les polygones conver-
gent vers l'identité avec la circonfé-
rence du cercle. Ou, exprimé sous
forme paradoxale, les polygones de-
viennent-ils égaux au cercle « en arri-
vant a l'infini » — autrement dit, le
cercle est-il un polygone au nombre
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de cotés infini ? Nicolas de Cues ré-
pond clairement non.

Pour le Cusain, la différence entre
le cercle et les polygones n’est pas
uniquement une question de gran-
deur mais de qualité ou de genre. Le
Cusain dit que « puisque les polygones
ne sont pas des figures de la méme espéce
que le cercle, il s’ensuit que, méme sil'on
peut toujours trouver un polygone qui
arrive plus pres du cercle que celui quil'a
précédé, parmi les choses qui peuvent
étre plus petites ou plus grandes, la plus
grande absolue ne peut étre atteinte en
existence ou en possibilité ; la surface du
cercle est le maximum absolu par rap-
port aux surfaces des polygones inscrits,
qui peuvent étres plus grandes ou plus
petites et donc ne peuvent jamais parve-
nir a la surface du cercle, tout comme
aucun nombre ne peut jamais parvenir a
la puissance enveloppante de I'unité, ni
au pouvoir composite du simple ».

Allons un peu plus loin. A tous les
sommets de n'importe quel polygo-
ne, les cotés entreprennent un sou-
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dain changement de direction, c’est-
a-direqu'ily aunediscontinuitéalors
que le cercle change constamment
de direction et, a cet égard, chaque
lieu géométrique du cercle semble
étre absolument équivalent a I'autre.
Ainsi, 'existence de discontinuités a
ses sommets distingue le polygone
du cercle. Que se passe-t-il quand le
nombre de cotés du polygone aug-
mente ? Le nombre et la densité des
points de discontinuité provoqués

- par le changement de direction aug-

mentent. Si, par exemple, on double
le nombre de cotés d'un carré cin-
quante fois, on arrive a une situation
ou un degré d’arc de cercle contient
plus de 10 000 milliards de points de
discontinuités du polygone. C’est ain-
si que sila surface des polygones peut
approcher quantitativement celle du
cercle, en termes qualitatifs, les deux
formes se ressemblent de moins en
moins.

Autrement dit, il existe quelque
chose d’infime qui différencie le cer-

Ci-dessus, I'augmentation des dis-

continuités lorsque I'on augmente le
nombre des cotés du polygone.
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clenon seulement de chaque polygo-
ne individuel mais de la combinai-
son ou de la somme de tous les poly-
gones possibles. On ne peut pas lui
donner une grandeur spécifiable au
sens ordinaire, toutefois ce quelque
chose existe néanmoins. Sa largeur
est plus petite que toute quantité
ordinaire, mais on ne peut pas parler
d’épaisseur zéro. On peut y penser
comme la région de transition entre
deux mondes, entre deux qualités
d’étre ot I'on passe de la « polygona-
lité » a la « circularité ». C'est ce que
I'on appelle une singularité. A partir
du monde des polygones, on peut
presque atteindre cette singularité,
mais I’on ne peut passer directement
dans I'univers du cercle.

Jusque-1a, les observations du Cu-
sain semblent étre entiérement néga-
tives. Veut-il nous priver de ce qu’Ar-
chiméde nous a donné ? Cependant,
ajoutonsune observation supplémen-
taire et nous verrons qu'il nous four-
nit quelque chose de trés précieux. Le
fait que le polygone ne peut jamais
devenir un cercle, méme avec un
«nombre infini » hypothétique de
cotés, nous oblige a conceptualiser le
cercle, et toute la géométrie, de ma-
niére différente.

Si le cercle est inaccessible a partir
du monde des polygones, d’ou vient-
il ? En tant que forme, le cercle est la
trace d'un mouvement circulaire qui
est lui-méme le résultat d'une action
de rotation. Le Cusain considérait
l'action de rotation comme la ré-
flexion la plus directe, dans le domai-
ne visible des formes et des mouve-
ments, de l'étre, c’est-a-dire du pro-
cessus de création de 1'Univers lui-
méme. Cette correspondance est dé-

montrée, comme le souligna le Cu-
=3
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Création d'un
cercle par rotation

Un nouveau pliage
par rotation...

ladd
sain, par I'action isopérimétrique (ou
la moindre action) qui est la caracté-
ristique méme de l'action de rota-
tion.

Cette nouvelle vision du cercle
place toute la géométrie euclidienne
sous un éclairage complétement dif-
férent, tout en la dépassant. Nous
observons que les formes élémentai-
res de la géométrie euclidienne sont
toutes dérivées de I'action circulaire.
(Figure 3). Par exemple, si nous par-
tonsdel'action circulaire, nous géné-
rons d'abord le cercle. Mais si nous
appliquons une fois de plus l'action
de rotation au cercle que nous ve-
nons de créer, de telle maniére que le
cercle est plié sur lui-méme, alors
nous obtenons, en tant que singula-
rité de ce processus de pliage, une
ligne droite qui est le diametre du
cercle. Sinous plions encore une fois,
nous obtenons un second diamétre
qui intersecte le premier pour créer
un point. D'autres pliages qui corres-
pondenta d’autres degrés de rotation
engendrent les sommets des mémes
polygones que nous avons utilisés
auparavant pour tenter d'arriver a
une approximation du cercle. Un
angle n'est d’ailleurs rien d’autre que
le résultat d'une rotation. Il apparait
donc que la rotation est partout en
géométrie, en tant que substance
sous-jacente ; mais en méme temps,

N

Pliage du cercle
en deux

...crée un point

elle échappe au domaine de la géo-
métrie euclidienne en tant que telle.

Partant del’observation purement
négative du Cusain, qui indique une
barriére absolue séparant le cercle de
tous les polygones, nous avons brisé
les limites de la géométrie euclidien-
ne et commencé a accéder a un do-
maine supérieur des mathématiques.

C’estla que commence le dévelop-
pement d'un nouveau type de géo-
métrie, ou le changement, le mouve-
ment, est élémentaire, et non pas les
formes en tant que telles. C'est le
mouvement qui fait les formes, et
une qualité de changement qui deé-
termine les caractéristiques de ce que
nous appelons I'espace-temps.

Niveau B

Si nous examinons les travaux de
Léonard de Vinci, que ce soit la cons-
truction de machines, l'anatomie,
I’hydrodynamique ou sa conception
des ondes de lumiére et sonores, on
voit qu'il était imprégné de la con-
ception géométrique que nous ve-
nonsdedévelopper. Cependant, I'éla-
boration formelle d'une géométrie
basée surl’action circulaire commen-
ce bien plus tard avec Huygens, Leib-

niz et Johann Bernouilli. Leibniz a

Figure 3 - L'action circulaire

Création
de la droite

écrit que cette approche «ouvre la
fontaine et le trésor des fonctions non
algébriques ».

A partir de 'action circulaire — et
de l'action circulaire uniquement —
on crée tout un univers de formes ou
d'especes de mouvement. La cons-
truction par Huygens des diverses
cycloides démontre trés bien cela.

On prend un cercle et on fait rou-
ler sur lui un second cercle plus petit,
soit a l'extérieur soit a l'intérieur.
Alors, le mouvement d’un point fixé
n’importe ou sur le plus petit cercle
décrit une courbe dénommeée géné-
ralement « cycloide ». (Figure 4).
Que se passe-t-il ici ? La courbe est
engendrée par deux degrés d’action
circulaire agissant en méme temps.
D’abord, le centre du petit cercle tour-
ne au tour du centre du grand; et
deuxiémement, le petit cercle lui-
méme tourne. Notez que, lorsque les
rayons des deux cercles sont com-
mensurables (leur rapport peut s’ex-
primer en nombres entiers), les cy-
cloides se ferment et les points de
singularité — les points de rebrousse-
ment — définissent les positions des
sommets de polygones réguliers. Peut-
étre faudrait-il considérer les polygo-
nes comme de simples ombres de ces
entités supérieures que sont les cy-
cloides fermées ? En méme temps, il
est clair que la majeure partie de la

FUSION N°73 - NOVEMBRE - DECEMBRE 1998




Figure 4 - La cycloide

théorie des nombres et l'arithméti-
que élémentaire se retrouve dans le
comportement de ces cycloides. Un
cas intéressant se présente lorsque les
rayons des cycloides ne sont pas com-
mensurables. Les points de rebrous-
sement se trouvent alors de maniere
trées dense tout le long du pourtour
du plus grand cercle. Dans le cas
spécial d'un petit cercle roulant sur
une ligne droite considéré comme la
circonférence d'un « trés grand » cer-
cle, la distance entre deux sommets

est égale a la circonférence du petit |

cercle. A partir de la, ceux qui sont
qualifiés en géométrie comprendront
facilement comment réaliser la « qua-
drature du cercle ».

Maintenant que nous avons cons-
truit une cycloide au moyen de cette
double rotation, qu'est-ce qui nous
empéche de pousser l'expérience plus
loin ? Nous pouvons faire rouler un

Figure 5
La développante

troisiéme cercle sur une cycloide, ou
bien faire rouler une portion de la
cycloide sur le cercle ou une autre
cycloide. Dans chaque cas, un point
fixé sur la courbe en mouvement

Figure 6 - La caustique (K)
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décrit une nouvelle courbe. Bien str,
on peut poursuivre ce processus in-
définiment.

Le méme principe, sous une autre
forme, sous-tend la construction par
Huygens de la développante d'une
courbe (Figure 5). On prend un cer-
cle, on y attache quelque part un
morceau de corde souple et on en-
roule une portion de cette corde
autour du cercle. Ensuite, on déroule
lentement la corde tout en la mainte-
nant tendue. Le mouvement du bout
de la corde décrit une nouvelle cour-
be, un genre de spirale, que 1'on ap-
pelle la développante du cercle origi-
nal.

A premiére vue, cette procédure
pourrait paraitre complétement dif-
férente de la génération d'une cycloi-
de. Toutefois, si nous I’examinons de
prés, nous trouvons une combinai-
son de deux degrés d'action de rota-
tion. En effet, a tout moment du
processus, le bout de la corde tourne
autour du point auquel la corde tou-
che le cercle. Ce point est momenta-
nément devenu ce que les géometres
appellent le centre de courbure. En
meéme temps, ce centre de courbure
se déplace — en rotation ! — le long
du cercle original. Ainsi, nous avons
deux degrés de rotation. Par rapport
a la cycloide, il se trouve en plus que
le rayon du deuxiéme degré de rota-
tion — qui est la distance entre le
bout de la corde et le point de contact
avec le cercle original — s’accroit
constamment. Allant plus loin, nous
apprenons a créer des enveloppes de
courbes, notamment la fameuse caus-
tique produite par des rayons de lu-
miére réfléchis dans un miroir cour-
bé (Figure 6).

Alors, ouvronsun peu plusla « mal-
le au trésor » contenant de nouvelles
courbes. Si nous appliquons la procé-
dure de création d'une développante

et le roulement d'une courbe sur une
e
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autre a la totalité des courbes créées

jusqu’a présent, nous produisons une
nouvelle génération de courbes ; c'est
un processus évolutionniste. Remar-
quons cependant que 'action de ro-
tation demeure le « principe hérédi-
taire » sous-tendant le processus de
génération.

Comme I'a souligné Leibniz, cette
famille grandissante de courbes ne
peut étre décrite par les méthodes de
I’algebre ordinaire. Méme dans le cas
de la plus simple cycloide, 1'algébre
s’'avere inadéquat. C’est pourquoi
Leibniz qualifie les nouvelles courbes
de « non algébriques » ou de « trans-
cendantales ». La sténographie algé-
brique ne sera utilisable que si nous
introduisons des opérations et sym-
boles complétement nouveaux com-
me l'intégrale ou la différentielle de
Leibniz. En restant a l'intérieur du
monde linéaire de l'algébre, il est
impossible d’expliquer les nouvelles
courbes ; il faut toujours se baser sur
le processus de génération extérieur a
I'algébre — ce qui explique en partie
pourquoi le calcul de Leibniz provo-
qua une telle rage chez les mathéma-
ticiens, jusqu’a aujourd’hui encore.

La, nous avons a peine ouvert le
trésor des fonctions non algébriques.
Prenons un cercle et faisons-le tour-
ner sur n‘importe quel diameétre :
nous engendrons une surface — la
sphere ! Fixons un petit cercle per-
pendiculairement a la surface d'un
cercle plus grand, faisons tourner le

cercle plus grand : nous engendrons
un tore. Fixons n'importe quelle autre
courbe au grand cercle et tournons :
nous créons l'espéce générale de sur-
face baptisée « surface de révolution ».
C’est a cette nouvelle source de fonc-
tions transcendantales qu’ont puisé
Gaspard Monge et ses collaborateurs
de I'Ecole polytechnique a la fin du
xvi© siecle,

Par exemple, par la rotation d'une
droite, nous obtenons des cones et
des hyperboloides.

En faisant intersecter n'importe
quelle surface de révolution avec un
plan quelconque, nous obtenonsune
nouvelle courbe. Les gens aguerris en
géométrie savent qu’en coupant un
cone, nous obtenons—selon le choix

de coupe — des cercles de différentes |

tailles, des ellipses, larges ou minces,
des paraboles et des hyperboles (Fi-
gure 7). En coupant le tore (Figu-
re 8), par exemple par des plans pa-
ralléles, nous obtenons une famille
de courbes d'un ordre plus élevé qui
n’‘a pas encore, a ma connaissance,
recude nom. Néanmoins, nous pour-
rions prendre l'une d’entre elles com-
me base d’'un nouveau processus de
génération, formant ainsi des surfa-
ces de révolution a partir d’elles, ou
produire leurs développantes. Ainsi,
une simple courbe peut engendrer,
via sa surface de révolution, une fa-
mille entiére de courbes et d’autres
surfaces, et ainsi déja les contenir
dans le sens du potentiel — chose

remarquable, si l'on y pense.

C’était une excursion rapide dans
le monde des fonctions non algébri-
ques. Avant de poursuivre notre voya-
ge, permettez-moi de faire remarquer
que cette génération de courbes non
algébriques d’'un ordre toujours plus
élevé permet en méme temps d’ex-
plorer différentes conceptions possi-
bles de machines.

Dés le moment ott nous avons
introduit, par l'activité de notre es-
prit, comme le fit le Cusain, la con-
ception d'une nouvelle qualité de
changement, et aprés que 1I'Univers
eut indiqué son accord avec cette
conception au moyen d’expériences
cruciales comme celles réalisées par
Léonard de Vinci, et plus tard par
Reemer et Huygens dans le cas de la
lumiére, alors nous sommes préts
pour une révolution technologique.
Voila exactement ce qui est arrivé
dans la mise au point rapide de ma-
chines, anticipée par Léonard de Vin-
cietexploitée dans la réalité pendant
larévolution industrielle. C'était pour
cette raison que Leibniz et Huygens
se sont référés aux fonctions non
algébriques en tant que «courbes
mécaniques » — ce sont les courbes
que décrivent les pieces des machi-
nes. Il existe ainsi plus qu'une simple
analogie entre la génération d’ordres
supérieurs de courbes et de surfaces et
le progrés de la technologie.

En réfléchissant a cela, nous de-
vons nous demander quelles sont les
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Figure 8 - Le tore

limites de ce monde de fonctions
non algébriques. Observons d’abord
la chose suivante : I'univers des fonc-
tions non algébriques est un univers
dans lequel le concept de change-
ment est associé a l'idée de mouve-
ment. Mais il existe aussi un concept
de changement de qualité du genre
de mouvement. Lorsque nous es-
sayons de saisir I'Univers physique
en termes de concept de mouvement,
nous devons définir des genres de
qualités de mouvement.

Le développement en espéces est
ainsi une caractéristique des fonc-
tions non algébriques. Nous en avons
déja commencé a le voir dans la dis-
tinction que le Cusain fit entre les
polygones et le cercle. L'élaboration
de courbes non algébriques conduit a
une grande multiplicité de nouvelles
espéces ou fonctions, et souléve une
question fondamentale : est-il possi-
ble d’énumérer ces espéces par une
sorte de fonction ?

End’autres termes, supposons pour
le moment que le concept d’action
circulaire multiplement connexe, de
la facon que j'ai indiquée, couvre
tous les modes de changement dans
I'espace-temps physique. Puis-je
maintenant définir cet espace-temps
lui-méme au moyen d’une fonction
qui inclurait toutes les qualités ou
espéces de mouvements engendrés
par action circulaire ?

I1 est également possible qu'il y ait
un autre type de changement dans
notre Univers qui ne soit pas un

mouvement, tout en étant en terme
qualitatif la cause la plus immédiate
du mouvement et du changement.
Cela concerne d'ailleurs le probleme
du « champ quantique ».

La tentative d’embrasser I'ensem-
ble des possibilités des fonctions non
algébriques et d’arranger leurs rela-
tions en termes d'especes s’appelle
« théorie des fonctions ». Gauss et
Riemann, en particulier, ont déve-
loppé la théorie des fonctions jusqu’a
un point qui permit a Georg Cantor
d’élaborer sa notion de transfini.

[l faudra nous contenter de quel-
ques bréves indications. Gauss adop-
ta la méthode consistant prendre la
sphére comme référence de toute
chose, ou chaque déplacement est de
type rotationnel. Cela conduit, entre
autres choses, a ce que I'on appelle le
domaine complexe. Lorsque nous
redéfinissons les fonctions transcen-
dantales en termes de ce domaine
sphérique ou complexe, nous élimi-
nons certains aspects artificiels de
I'espace euclidien ordinaire, et 1'or-
ganisation interne de ces fonctions
se révele merveilleusement. Prenant
la suite de l'ceuvre de Gauss, Rie-
mann montra comment déterminer
une fonction dans le domaine com-
plexe entierement par le type et la
configuration de ses singularités, sans
référence aux grandeurs scalaires. La
détermination des espéces de fonc-
tions transcendantales devient ainsi
un probleme d’analysis situs (topolo-
gie).

FUSION N®73 - NOVEMBRE - DECEMBRE 1998

Riemann essaya aussi de détermi-
ner le processus par lequel une fonc-
tion peut « sauter » d'une espéce in-
férieure a une espéce supérieure. L'in-
troduction d’une nouvelle singulari-
té dans une fonction correspond au
cas ou un processus physique aboutit
ases limites (et au-dela), celles-ci étant
apparemment déterminées par des
taux finis de propagation d’action
dans ce processus. A ce point, nous
avons ce que les physiciens appellent
un changement de phase. Certaines
qualités nouvelles—dans les meilleu-
res situations, néguentropiques —
surgissent dans ce processus, accom-
pagnées par un accroissement du
nombre de degrés de liberté. Riemann
montre comment une fonction peut
étre construite, passant par toute une
série de changements de phase, de
I'espece ou de I'état S, a I'état S, puis
Syiete;

A peu prés a la méme époque,
Riemann, Weierstrass et quelques
autres poussaient le concept général
de « fonction » a ses limites. Quelle
serait une sorte de fonction mathé-
matique trés générale complétement
arbitraire ? Est-il possible de com-
prendre 'espéce la plus générale de
courbe par une quelconque méthode
uniforme dereprésentation ? La série
dite de Fourier est la principale forme
de représentation qui fut prise en
considération. En bref, la méthode
de Fourier consistait a expliquer les
changementsal'intérieurd’une fonc-
tion donnée en termes de change-
ment des phases relatives d’'un trés
grand nombre de processus cycliques
— un genre de cycloide multiple gé-
néralisé.

La révolution de Cantor

Cantor commenga son ceuvre sur
la théorie des fonctions en étudiant
le probléme qui consiste a représen-
ter une fonction arbitraire par la série
de Fourier. [l découvrit qu’en général
cette représentation de Fourier ne
convient pas : il y aura généralement
un domaine singulier sur lequel une
fonction donnée est en désaccord
avec sa série de Fourier. Alors, com-
me l'indiqua Cantor, nous pouvons
ordonner les espeéces de fonctions
selon leur degré de non représentati-
vité, exprimé par la densité de singu-
larités dans chaque intervalle. Cela

implique que les espéces de fonc-
L3
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tions ont une facon naturelle de se

ranger ou de s’ordonner selon des
densités croissantes de singularités.

Nous avons déja rencontré ce gen-
re de probléme dans notre discussion
sur le cercle et les polygones. Chacun
de ces polygones représente une es-
pece, ayant 4, 8, 16, etc., singularités.
Ces especes sont naturellement or-
données par ordre croissant de la
densité de leurs singularités (les som-
mets) sur la circonférence du cercle.

Observons aussi que chaque espe-
ce contient la précédente dans le sens
suivant : nous pouvons, par exem-
ple, directement obtenir le carré en
reliant un sommet sur deux d’'un
octogone, Notez également que cha-
que espeéce supérieure est obtenue
par une simple action de double-
ment du nombre de cotés.

Nous avons pu observer que le
cercle se trouve, pour ainsi dire, au-
dessus de toute série d’espéces de
polygones et peut les engendrer en
termes d’action circulaire. Ainsi, I'or-
donnancement serait apparemment
terminé si nous ajoutions, pour ainsi
dire, les especes circulaires apres tou-
tes les espéces polygonales :

PP Py 2,8

Les crochets contiennent tout le
systéme ordonné d’espéces de poly-
gones dont le nombre de cotés est
une puissance de deux. Nicolas de
Cues insiste que le cercle est absolu-
ment séparé de chacun des polygo-
nes. Cela suggere la question suivan-
te : ne pourrait-il pas y avoir d’autres
espéces situées dans 1'« espace » en-
tre le cercle et les polygones ? Cantor
répond clairement «oui ». Sans es-
sayer de former une image concréte
de ce a quoi cela pourrait ressembler,
imaginons simplement une espece
hypothétique S qui est « la premiére
espece apres ou au-dessus de tous les
polygones » et représente seulement
cette portion de la puissance d’action
universelle qui suffit exactement pour
engendrer tous les polygones.

Imaginez un instant le dessin en
perspective d'un train disparaissant
au loin comme pour essayer d'attein-
dre une étoile, mais se dirigeant en
fait vers un point de fuite a I'horizon
au-dessous de I'étoile, celle-ci étant
infiniment loin. Le point de fuite est
I'espéce S, I'étoile est l'action circu-
laire.

Ce que Cantor fit alors, c’est déve-
lopper ce que nous pourrions appeler
une théorie générale de types d’or-
donnancementd’especes. Dans cette

Georg Cantor

théorie générale, nous laissons com-
pletement de c6té la nature particu-
liere des espéces en cours d’ordon-
nancement, et examinons seulement
la maniére dont elles sont ordonnées
I'une par rapport a 'autre. Nous ap-
pliquons ainsi laméthode de Leibniz
appelée analysis situs.

Commengons par une simple sé-
rie d'espéces :

5, Sy aS,

dans laquelle S, est le successeur
naturel de S, S, le successeur naturel
de S, etc. De telles séries peuvent
continuer indéfiniment, comme les
polygones, ajoutant des degrés de
liberté a chaque étape.

La qualité de changement incor-
poré dans la série S, S,, S, ..., qui est
la cause immeédiate de la progression
de chaque espéce jusqu’a la suivante,
constitue une espéce supérieure a
chacun des termes individuels de la
série. Appelons cette espéce supérieu-
re §'. Comme Cantor, nous placons §'
directement au-dessus ou apréslasérie
S, S, S, ..., comme son successeur
naturel :

(8618, 8

Observons quelque chose d'inté-
ressant, que le Cusain a déja signalé a
propos du cercle et des polygones : il
semblerait qu'un nombre littérale-
ment infini d’étapes sépare la pre-
miere espece S, de l'espece supérieure
§'.Cegenred'infinité numérique n’est
vraiment qu'un reflet paradoxal du
fait que S' ne peut pas étre atteint par
aucune des espéces S_ prises en elles-
mémes, ¢’est-a-dire séparées du prin-
cipe créateur universel (I’absolu) qui
est le méme en toutes choses et se
situe au-dessus de tout.

L'espéce §', n’étant pas l'absolu,
est elle-méme capable de développe-
ment. Maintenant, nous pouvons
commencer a comprendre pourquoi

Cantor utilisa le terme « transfini »
pour décrire ce genre d’ordonnance-
ment. Ainsi, en commencant par ',
nousavonsunesérie§',S',, 8", ..., qui
suit immédiatement la série précé-
dente dans l'ordre.

B3iSl, 8,: 8, 8y wi'Une fois
encore, il y aura une prochaine espe-
ce supérieure S", qui incorporera le
principe de changement engendrant
cette deuxiéme série et constituera la
prochaine espéce apres cette série :

By -], 88 ;S

Nous pourrions continuer comme
¢ajusqu’aS",§"", etc., mais le princi-
pe est clair. Réfléchissons a cela un
moment : «le principe est clair ».
Déja, notre esprit a formé le concept
d’une série supérieure §, §', 8", 8", ...,
qui transcende la premiére série ori-
ginale, et la seconde, la troisiémeetla
quatrieme dans notre ordonnance-
ment, et ainsi de suite. Cette série
supérieure incorpore elle-méme une
qualité supérieure de changement,
une espece que nous pourrions appe-
ler T, qui est hors d’atteinte de chacu-
ne des espéces-S, et forme leur succes-
seur nécessaire dans I'ordonnance-
ment.

[5;: 8503, [8), 5510 [8%,7 8%, 5]
a3 SSdiis, T

Mais T, bien str, commence une
nouvelle série, etc. Nous explorons le
tout début de ce que Cantor appelait
la seconde classe de nombres.

Une nouvelle idée se forme bien-
tot dans notre esprit. Tout le proces-
sus par lequel nous avons commencé
a partir de la premiére espéce S, et
sommes finalement arrivés a T, pour-
raits’appliquera Taussi ! Bien siir, on
n’aurait pas exactementle méme pro-
cessus, mais ce serait équivalent dans
le sens du concept de Leibniz de
V'analysis situs. Ainsi, d'un point de
vue formel, nous pouvons adjoindre
a « T » un autre exemplaire de tout
I'ordonnancement, ot nous rempla-
¢ons partout simplement S par T. La
prochaine espéce supérieure, incor-
porant la qualité de changement de
toute la série T, nous pourrions 'ap-
peler U.

Ah! Si nous pensons a tout le
processus allant de S a T comme un
type spécifique de transformation, et
que le méme type nous conduit de T
aun niveau U encore supérieur, alors
nous avons le concept d’une série S,
T, U, V, etc., et avons une qualité de
changement incorporée dans toute
cette série, qui est au-dessus de tous
les processus dont nous avons discu-
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té jusqu’a maintenant. Nous voyons
déjale chemin qui méne au prochain
niveau supérieur de développement
transfini.

Pour poursuivre cette exploration,
et éviter d'avoir le vertige et de tom-
ber dans le ravin, nous aurions be-
soin d'une « carte » du genre global
d’ordonnancement qui surgit. C’est
ce que Cantor a fourni (ou du moins
a-t-il essayé) avec sa théorie des types
ordinaux transfinis et un mode spé-
cial de notation, qui joue vis-a-vis des
ordonnancements transfinis un role
semblable au systéme décimal pour
les nombres ordinaires. Quoi qu’il en
soit, ce développement formel n'est
pas essentiel pour nous ici.

Vous reconnaissez peut-étre une
similarité entre ce que nous faisons et
ce que Leibniz, Huygens et Gaspard
Monge firent en ouvrant la fontaine
des fonctions non algébriques. 11 se
produit un processus semblable lors-
que nous explorons le Motivfuehrung
et le principe des variations en musi-
que. En fait, le transfini de Cantor
n'est rien d’autre que 'analysis situs,
les principes d’ordonnancement
sous-jacents de toutes ces sortes de
processus de développement. Mais je
n’en suis pas encore arrivé au point
essentiel. Tout cela n’est qu'un écha-
faudage. Nous avons commencé par
nous demander s'il était possible
d’énumeérer toutes les espéces possi-
bles au moyen d'une simple fonction
mathématique ; Riemann et quelques
autres poserent implicitement ce pro-
bleme. La réponse a cela, remarqua-
ble, ouvre la voie aux fameuses séries
d’alephs de Cantor, derniére étape de
notre voyage.

La révolution des alephs

Réfléchissons a nouveau bricve-
ment au genre de processus que nous
avons commencé a déclencher. A tout
point de ce processus, il serait possi-
ble d’énumérer, implicitement, 'or-
donnancement des espéces inscrit
jusqu’a ce point ; il suffit de retracer
les étapes précédentes. Néanmoins,
qu’en est-il du principe qui continue
anousamener a poursuivre le proces-
sus plus loin ? Nous faisons avancer
le processus en formant, dans notre
esprit, le concept d'une nouvelle qua-
lité de progression que nous dési-
gnons par une fonction mathémati-
que. En élaborant le processus, nous

| devenons conscients de ses limites
ou de sa relative finitude, et en méme
temps un nouveau concept se forme.
Toutefois, dés que nous avons con-
ceptualisé une direction de dévelop-
pement en termes d’une fonction,
c’est-a-dire une progression ordon-
née telle que nous l'avons indiquée,
c’est précisément a ce point que com-
mence une nouvelle phase de déve-
loppement par-dela cette fonction.
Ah'! Cela signifie que le potentiel
— le pouvoir de ce processus de for-
mation de concepts — transcende le
concept de fonction lui-méme, au
moins dans le sens donné au mot
fonction au niveau B de mathémati-
ques. Al'instar de Cantor, nous appe-
lons X la puissance de cette notion
commune de fonction, énumeération

Nous pourrions dire
que X _estun
exemple de niveau
de réalité physique

qui limite
directement
I"espace-temps
ordinaire de
I'extérieur.

ou succession ordonnée de valeurs.
Ensuite, nousappelons X la puissan-
ce du concept d'un principe de géné-
ration du processus transfini que nous
venons juste de décrire par un pro-
| cessus de conceptualisation de fonc-
tions d’ordonnancement toujours
supérieures, un processus qui par sa
nature méme transcende toute autre
fonction.

Nous devons noter que X, est le
successeur nécessairede X , bien qu'ils
soient séparés par ce qui semblerait
étre un fossé incroyablement pro-
fond et infranchissable. Observons
aussi que X, est absolument inattei-
gnable par quelque forme de langage
que ce soit. Nous ne pouvons pas le
communiquer directement, linéaire-
ment, mais nous pouvons toujours
| provoquer son apparition dans les
I processus mentaux créatifs del’esprit
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d'une autre personne. X n’est, dans
ce sens, communicable que par mé-
taphore.

Pourtant—et c’est crucial — R | est
un objet intellectif trés précisément
défini. Ce n’est pas une action créa-
trice ou un processus général de for-
mation de concepts créateurs, dans
un sens trés vague ; ce n’est certaine-
ment pas Dieu. C'est un objet intel-
lectif directement au-dessus de toute
notion commune de fonction ma-
thématique, et qui engendre directe-
ment cette notion. Nous pourrions
dire que R, est un exemple de niveau
deréalité physique qui limite directe-
mentl'espace-temps ordinaire del'ex-
térieur.

En faisant de cette couche limite
un objet de conscience, nous ame-
nons la physique dans un nouveau
domaine, vers une renaissance scien-
tifique.

Dans un sens, le concept de fonc-
tion hérité du niveau B de mathéma-
tiques joue maintenantle role que les
polygones jouérent pour Nicolas de
Cues. Ceci nous dit également que
l'espace-temps habituel de la physi-
que mathématique d’aujourd’hui est
extérieurement limité par quelque
chose d’autre, que nous commen-
¢ons, arrivé a ce point, a conceptua-
liser.

Nous en sommes arrives au stretto.

Dois-je vous dire qu’il y a des ale-
phs supérieurs et, en fait, toute une
série transfinie d'alephs ?

Pensons au saut de X  a X, Je
pense que cela caractérise tres bien la
percée révolutionnaire de Cantor du
niveau B de mathématiques, le do-
maine de la théorie des fonctions, au
nouveau niveau C, la fontaine et le
trésor du transfini.

Comparons cette percée a celle que
fit Nicolas de Cues, du niveau A au
niveau B. N'y a-t-il pas un genre
d’équivalence supérieure entre ces
deux révolutions ? Réfléchissons a ce
que Lyndon LaRouche a écrit sur
I’hypothése supérieure et I'hypothé-
tisation de I'hypothése supérieure.
Est-ce que cela ne suggere pas que
noussommes au seuil d'une nouvelle
renaissance ? Les premiers pas ont
déja été parcourus.

On objecterait peut-étre: Quoi?
Une nouvelle renaissance ? Vous étes
fou ? Je nel’ai pas vue a la télévision !
Nous ne la verrons pas, au moins pas
au début. Mais n'oublions pas : les
graines précedent les fleurs. Et nous
les plantons maintenant. |




