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Incommensurabilité
et analysis situs

Nous continuons notre série sur les paradoxes en
physique mathématique avec le but de faire revivre
la méthode des grands penseurs humanistes :
réfléchir en profondeur sur des objets « simples ».

a question de l'analysis situs*
devient incontournable deés
que 'on se trouve dans I'im-
possibilité de comparer ou
d’établir une relation simple entre
deux entités A et B (ce peut étre aussi
bien deux événements historiques
que deux principes de physique ex-
périmentale), c'est-a-dire quand les

concepts et les hypothéses sous-ten- |

dant la notion « A » sont formelle-

ment incompatibles avec ceux sous- |
| quence, étre maitrisée par chaque
tion entre A et B est avec certitude |
une relation de causalité, nous |

tendant « B ». Dans le cas ou la rela-

n'avons pas d'autres choix ration-
nels que d’admettre l'existence d'un
principe supérieur de relation légiti-
me (un « Un ») situé au-dela du cadre
défini par A et B, ceux-ci étant congus
au départ « en eux-mémes et par eux-
mémes ».

Nombreux sont ceux qui, a notre
époque, souffrentd’'un mode de pen-
sée qui les conduit a refuser avec
obstination I'existence de tels princi-
pes d’ordre supérieur d’analysis situs.
On retrouve aujourd’hui un des as-
pects de ce mode de pensée, et non
des moindres, chez les babyboomers
entrés en politique qui sont toujours
a la recherche du « plus petit déno-
minateur commun ». Il est temps de
trouver un remeéde a cela.

Pour aborder les fondements de ce
probléme et entrevoir ce qu'est I'ana-
lysis situs, nous utiliserons la décou-
verte par les Anciens — attribuée a

* Analysis situs : ce terme latin a été
introduit par Leibniz. Il a la méme significa-
tion éthymologique que le terme grec topo-
logie — science des lieux (NDLR).

JONATHAN TENNENBAUM

I'école de Pythagore — de l'incom-
mensurabilité relative de la diagona-
le et du coté du carré. Cette découver-
te, qui ouvre la voie de celle de Nico-
las de Cuse dans son De docta ignoran-
tia, pourrait, a juste titre, étre consi-
dérée comme un pilier fondamental
de la civilisation et devrait, en consé-

citoyen. Or, méme si les notions ru-
dimentaires sur lesquelles elle se fon-
de sont accessibles a de jeunes éco-
liers, il n’existe probablement, de
nos jours, qu'une poignée de gens
dans le monde qui en ait une com-
préhension adéquate.

Afin d’apprécier a sa juste valeur la
découverte des pythagoriciens, il con-
vient d’abord d’élaborer une hypo-
thése d'un ordre inférieur sur la me-
sure et la proportion et de voir ensui-
te pourquoi, a un certain point, il
devient nécessaire de 1'abandonner
au profit d'une conception d'un or-
dre supérieur. Cette hypothése esten
rapport avec l'origine de ce que I'on
pourrait appeler I’« arithmétique in-
férieure » — par contraste avec
I'« arithmétique (géométrique) supé-
rieure » de Gauss. Le qualificatif « in-
férieure » ne signifie en aucune ma-
niére que nous niions la grande utili-
té, voire le caractére indispensable,
d'une telle arithmétique dans un cer-
tain domaine bien délimité. Ajou-
tons encore que les découvertes de
I'école pythagoricienne rendaient
impossible cette foi aveugle en la
simple arithmétique linéaire qui,

autrement, aurait pu faire perdre I'es-
prit, a I'image de cet amour obses-
sionnel que manifestent nos con-
temporains pour l'algébre formel et
la théorie de I'information.

Mesure linéaire

Dés I’Antiquité, il était convenu
de distinguer trois types (ou degrés
d’extension) de géométries a l'inté-
rieur de la géométrie euclidienne : la
géométrie linéaire, la géométrie pla-
ne et la géométrie dans 'espace. Le
phénomeéne d'incommensurabilité se
manifeste le plus clairement lorsque
certaines notions de mesure et de
proportion, apparemment raisonna-
bles et pertinentes pour comparer
des longueurs sur une ligne, sont
ensuite utilisées dans les domaines
doublement et triplement étendus
des géométries plane et dans l'espa-
ce. En fait, le probléme est déja pré-
sent dans le domaine inférieur mais
c’est la transition au domaine supé-
rieur qui permet de le mettre en évi-
dence et de le rendre pleinement
intelligible.

La notion ordinaire de mesure et
de proportion se fonde sur I'hypo-
thése qu'il existe un certain élément
de base (ou « unité ») commun aux
entités comparées, a partir duquel on
peut faire découler chaque entité gra-
ce a une procédure formellement
descriptible. Cette approche de la
mesure dans ledomainelinéairedela
géomeétrie euclidienne, qui, soit dit
en passant, présuppose 1’hypothése
selon laquelle la longueur est indé-
pendante de la position, repose sur
trois principes :

e pour deux segments donnés
d'uneligne, nous examinons d'abord
les relations de position, c’est-a-dire
sils sont séparés, se recouvrent ou si
I'un est contenu dans l'autre ;

* nous les superposons par le
moyen d'« un mouvement rigide »
(encore une hypothese !), pour dé-
terminer leur relation en termes de
« longueur égale », « plus petite » ou
« plus grande » ;-

* nous étendons ou multiplions
un segment donné en lui ajoutant
desreproductionsde lui-méme, c’est-
a-dire des segments de méme gran-
deur.

En combinant ces principes, nous
arrivons a des propositions comme,
par exemple, « le segment B a une
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longueur égale (ou plus petite ou plus
grande) a deux fois celle du segment
A » ou, dans un cas plus compliqué,
« trois fois le segment B a une lon-
gueur égale (ou plus petite ou plus
grande) a celle de cinq fois le segment
A », etc. (Figure 1). Dans le cas ot il
estaveré qu'un segment B est équiva-
lent (en longueur) & un multiple du
segment A, il convientdedireque « A
divise (ou mesure) exactement B » et
d’exprimer cette relation en donnant
le nombre exact de fois que A doit
étrereproduit pour « remplir » lalon-
gueur équivalente de B. Si une telle
relation simple entre A et B n’existe
pas, il est tout naturel de chercher un
segment C, de longueur plus petite,
qui puisse diviser exactement a la fois
A et B (commensurabilité !). En cas
de réussite, le rapport entre les multi-
ples correspondants de C requis pour
produire les longueurs respectives de
A et B semble exprimer parfaitement
la relation entre A et B en termes de
longueur. Ainsi, la proposition « A
est trois cinquiemes de B » (ou « A est
a B ce que trois est a cing ») exprime
le cas oti, pour une « unité » C com-
mune, nous avons déterminé que
A=3Cet B=5C (Figure 2).

Le paradoxe de
I’algorithme d’Euclide

Comment, demanderait un esprit
pratique, pourrions-nous découvrir
un diviseur commun C approprié a
tout couple de segments A et B?

FUSION N°72 - SEPTEMBRE - OCTOBRE 1998

L'approchela plus naturelle consiste-
rait d’abord a utiliser la plus petite
des deux longueurs, disons A, et de
voir quel est le plus grand multiple de
A qui ne soit pas plus grand que B. Si
ce multiple correspond exactement a
B, alors nous en aurions terminé et
pourrions déterminer que C=A. Si
cen’est pas le cas, alors nous devrions
tenir compte d’'un «reste » sous la
forme d’'un segment R, plus petit que
A, correspondant au segment man-
quant pour compléter la longueur B,
une fois que 1’'on a appliqué un mul-
tiple de A. Certains seraient alors
tentés de diviser A par deux et, si
nécessaire, une fois encore par deux,
et ainsi de suite, dans l'espoir que
I'une des séries résultantes de sous-
segments puisse diviser exactement
B. Ceux qui sont habiles & manier ces
problémes comprendront néanmoins
pourquoi une telle approche méne
souvent a une impasse : lorsque les
longueurs de A et B sont dans un
rapport de 3 a 5, par exemple, les

) >
> m

divisions successives par deux de A
ou B ne produiront jamais un divi-
seur commun (Figure 3).

Il existe une approche beaucoup
plus féconde et qui représente, a ce
stade du probléme, une solution de
« moindre action » —connue sous le
nomd’« algorithme d’Euclide ». Dans
le cas ou le segment le plus court A ne
divise pas exactement le segment B,
nous choisissons comme prochain
candidat le reste R lui-méme. Si R
divise exactement A, alors R est évi-
demment un diviseur commun de A
et B. Si ce n’est pas le cas, prenons le
reste de A divisé par R—appellons-le
R'— comme prochain candidat. Si R'
divise exactement R alors R' (en re-
prenant les étapes a l'envers) divisera
aussi bien A que B. Si tel n’est pas le
cas, on recommence la méme opéra-
tion, créant un reste R" encore plus
petit. Cette approcheale grand avan-
tage que, s’il existe un diviseur
commun a A et B, nous le trouve-
rons a coup sir et — le lecteur s'en
apercevras'il faitl'expérience — avec
une rapidité assez extraordinaire (Fi-
gure 4).

Cependant, arrivé a ce point de la
discussion, nous nous trouvons en
présence d'un paradoxe considéra-
ble. Tant qu'il existe un segment qui
divise exactement A et B, I'approche
que nousavons utilisée pour la mesu-
re et la proportion nous apporte un
moyen efficace, d'une part pour trou-
ver le plus grand diviseur commun,
et d'autre part pour faire découler
une caractérisation exacte de larela-
tion entre A et B sous la forme d'un
rapport de nombres entiers. Néan-
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moins, en méme temps, certains d’en-
tre nous peuvent entrevoir un « dé-
sastre » potentiel poindre a I'hori-
zon. Qu'’arrive-t-il si l'algorithme
d’Euclide n’arrive jamais a un ter-
me ? Il est pour le moins concevable
que pour une certaine paire A, B, les
restes successifs R, R', R",... devien-
nent de plus en plus petits tout en
demeurant différents de zéro.

Dans le cadre des idées que nous
avons développées jusqu’a mainte-
nant, nous ne pouvons pas nous dé-
barrasser d'un tel « désastre » (« mau-
vais infini »), ni concevoir une expé-
rience unique qui puisse démontrer

'échec del’algorithme d’Euclide tout
en fournissant une approche supé-
rieure.

Ce serait évidemment pure folie
de chercher une solution en restant
dans la « réalité virtuelle » de la géo-
métrie euclidienne linéaire en tant
que telle. Il nous faut utiliser une
manceuvre de flanc pour faire bascu-
ler toute la problématique dans un
domaine supérieur.

Comment résoudre
ce paradoxe

Passer de la géométrie linéaire sim-
plement étendue a la géomeétrie (pla-
ne) doublement étendue nous per-
met de réaliser une expérience relati-
vement unique pour résoudre le pa-
radoxe présenté plus haut.

La supériorité de la géométrie pla-
ne synthétique sur la géométrie li-
néaire simplement étendue tient au
principe d’extension angulaire (rota-
tion), incarné dans la maniére avec
laquelle on engendre un cercle et ses
divisions légitimes. En ce qui concer-
ne ces derniéres, on peut — apres
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avoir constuit la droite elle-méme —
construire tres facilement le carré en
déterminant ses quatre sommets par
le pliage (ou la réflexion) du cercle
sur lui-méme a deux reprises.

Ce carré ainsi obtenu, on nomme
ensuite ses sommets P, Q, R et §
(Figure 5). Notre expérience consis-
te a « dévoiler » la relation entre les
deux longueurs caractéristiques du
carré : le coté PQ et la diagonale PR,
qui rempliront le réle des segments A
et B de notre discussion précédente.
(Les constructions suivantes sont plus
simples a réaliser qu'a décrire. Nous
conseillons donc au lecteur de dé-
couper un carré et de suivre les ins-
tructions.)

Pour notre propos, il n’est pas né-
cessaire de porter notre attention sur
I'ensemble du carré mais seulement
sur le triangle droit PQR (en gris) que
I'on obtient en coupant le carré en
deux le long de la diagonale PR. Gar-
dons a l'esprit, d'une part que les
cotés PQ et QR sont de longueur
égale. (PQRestun triangledroitisoce-
le) et, d’autre part quel'angle en Q est
un angle droit et que les angles en P
et en R valent chacun la moitié d'un
angle droit.

Pour comparer A (=PQ) avec B
(= PR), plions le triangle de telle fa-
¢on que PQ repose exactement sur
une partie de laligne PR. Etantdonné
que PQ est plus petit que PR, le point
Q ne touchera pas le point R mais
atteindra un point T qui se trouve
entre P et R (Figure 6). Par construc-
tion, PQ et PT sont de longueur égale.
De plus, notons que 'axe de pliage
qui divise en deux l'angle en P inter-
secte le coté QR en un point V situé
entre Q et R. Nous remarquons que
cette opération de pliage méne le
segment QV exactement sur le seg-
ment TV.

Nous observons également que la
région triangulaire PVT est, suite a ce
pliage, exactement couverte par la
région PVQ, tandis que la portion
plus petite du triangle VTR est laissée
«non couverte », comme une sorte
de « reste » d’ordre supérieur.

Retour a
I'algorithme d’Euclide

Concentrons-nous maintenantsur
la signification de ce plus petit trian-
gle : en vertu de la construction elle-
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méme, VTR a les mémes angles et la
méme forme que le triangle original
PQR, c’est-a-dire qu'il est similaire.
En effet, en comparant le triangle
original au triangle « reste » plus pe-
tit VTR, nous pouvons aisément voir
que les cotés de celui-ci sont dérivés
de ceux du premier grace a des rela-
tions trés semblables a I'algorithme
d’Euclide (voir plus haut).

D’abord, le coté RT provient de la
soustraction du segment PR (I’hypo-
ténuse du triangle PQR) par le seg-
ment PT (égal au coté PQ du triangle
PQR).

Ensuite, I'hypoténuse VR du petit
triangle découle de la soustraction du
coté QR du triangle original par le
segment QV. Ce dernier est, en vertu
de I'opération de pliage et de la simi-
larité des triangles, égal a TV, lequel
est a son tour égal a RT. Bref, si le coté
et I’hypoténuse du triangle de départ
sont respectivement A et B, alors les
valeurs correspondantes pour le plus
petit triangle seront: A'=B-A et
B'=A-A'(Figure 7).

Un paradoxe a I’horizon

Le lecteur aura peut-étre déja cons-
taté un paradoxe remarquable qui
commence a apparaitre dans ces rela-
tions. Si A et B ont un diviseur com-
mun C, alors ce méme C, en vertu des
relations que nous venons de men-
tionner, pourra diviser A' et B'. En
quoi est-ce paradoxal ? Eh bien, le
triangle le plus petit étant similaire
au plus grand, il sera possible d’opé-
rer la méme construction sur le trian-
gle VTR que celle qui nous a permis
de le faire dériver du triangle PQR. Le
résultat sera un troisieme triangle
beaucoup plus petit et ayant les mé-
mes proportions, dont le coté et I'hy-
poténuse, A" et B", devront en consé-
quence étre également divisibles par
la méme unité C. Et pourtant, si nous
poursuivons ce procédé, nous ob-
tiendrons rapidement un triangle
dont les dimensions seront plus peti-
tes que celles de C!

Nous voici amenés a une conclu-
sion inévitable : du point de vue de la
géomeétrie linéaire euclidienne, AetB
ne peuvent pas avoir un diviseur com-
mun. La relation entre A et B ne peut
étre exprimée comme un simple rap-
port entre nombres entiers. Dans
L’Harmonie du monde, Kepler quali-
fie le rapport entre A et B
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d’« inexprimable » (unaussprechbar),
c’'est-a-dire qu'il ne peut étre com-
muniqué dans le domaine linéaire
littéral. Toutefois, dans le méme
temps, Kepler affirme avec insistance
qu'il est « connaissable » (wissbar) et
communicable avec précision par
d’autres moyens.

Il est évident que la découverte de
telles relations linéairement incom-
mensurables nécessite que nous aban-
donnions la notion selon laquelle les
grandeurs linéaires simples (ce qu’on
appelle grandeurs scalaires) sont on-
tologiquement premiéres. Notre ex-
périence démontre que des grandeurs
comme le rapport entre la diagonale
et le coté d'un carré (algébriquement
exprimé par la racine carrée de deux)
ne sont absolument pas des gran-
deurs linéaires mais des grandeurs
géométriques « multiplement éten-
dues ». Elles exigent un type diffé-
rent de mathématique. La ligne des
nombres dans les manuels scolaires
n’est que l'ombre du processus réel,
lequel se produit dans un univers
« courbe ». Cela est, bien siir, en par-
fait accord avec la maniére dont Jo-
hannes Kepler voyait 1’harmonie
sphérique, basée sur la proportion
d’or, dans l'ordonnancement du sys-
téme solaire aussi bien qu’en micro-
physique.

La relation
d’analysis situs

Dans ce que nous venons d’expo-
ser, ce n'est pas la relation entre la
diagonale et le coté du carré qui releé-
ve de l‘analysis situs mais plutot la
relation entre les hypothéses sous-
jacentes au domaine linéaire décrit
dans la premiére partie et le point de
vue supérieur évoqué dans la deuxie-
me partie,

Pour terminer, observons la rota-
tion et le changement d’échelle du
plus petit triangle par rapport au plus
grand. Notre transformation ex-
périmentale du plus grand triangle
en un plus petit triangle similaire, en
tantque caractéristique inhéren-
te de la relation entre A et B, nous
indique déjala direction du domaine
complexe de Gauss, et de la conclu-
sion préliminaire selon laquelle les
nombres complexes sont ontologi-
quement premiers — plus réels —
que les « nombres réels ». |
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