es géometres savent que la géo- |

métrie hyperbolique ou non-

euclidienne peut étre réalisée

sur la surface de courbure néga-
tive constante connue sous le nom
de pseudosphére. J'ai récemment
découvert que la pseudosphere don-
ne également une base géométrique
naturelle aux nombres complexes :
toute section plane qui passe parl'axe
de la pseudosphere peut étre décrite
par les coordonnées du plan complexe
de Gauss.

Les conséquences mathématiques
et physiques de ce fait me semblent
profondes et pas assez reconnues. Je
commencerai par décrire la construc-
tion avec laquelle je suis arrivé a cette

E géométiic BB
‘La geometrie
des nombres complexes

Les nombres complexes et les transformations dans le plan
complexe sont fréquemment utilisés par les ingénieurs et les
scientifiques. Presque toujours, on oublie la base géomeétrique et
physique de ces nombres et on les utilise sans avoir réellement
conscience de l'opération que l'on mene.

découverte, puis j’en discuterai cer- |

taines implications.

Laspheére, la plus simple surface de |

courbure positive constante, est gé-
nérée par la rotation d'un cercle. Le
cercle peut ainsi étre considéré com-
me la courbe de génération de la
spheére, et de lui sont dérivées les
fonctions trigonométriques ordinai-
res (circulaires). La surface caractéris-
tique de courbure négative constan-
te, la pseudosphére, est générée parla
rotation d'une tractrice autour de son
axe asymptotique (Figure 1). A partir

| de la tractrice, on peut définir un

ensemble correspondant de fonctions

.. trigonométriques dans le plan com-

plexe.

Figure 1

tractrice
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On comprendra mieux ce que je
veux dire en examinant d’abord la
dérivation des fonctions trigonomeé-
triques ordinaires a partir du cercle.
Nous construisons dans le cercle ce
que 'on appelle le triangle trigono-
métrique complet (Figure 2). Dans
un cercle de rayon unité, on définit
un angle central quelconque AOP. La
tangente en P au cercle coupe OA en
{M} et la perpendiculaire en O a OA
en {Q}. On construit aussi la ligne PN
perpendiculaire a OA.

Le triangle rectangle MOQ con-
tient alors en lui toutes les fonctions
trigonométriques, comme indiqué
danslafigure 2. Les identités trigono-
métriques peuvent se lire dans la fi-
gureen utilisantuniquement le théo-
réme de Pythagore :

sin® + cos®* =1
1 + tan? = sec®
1 + cot® = csc?

La figure a aussi un caractére mneé-
monique en ce sens que la sécante et
la cosécante coupent le cercle alors
que la tangente et la cotangente le
touchent. Pensons maintenant le cer-
cle comme une section de sphére, et
I'angle quelconque comme une coor-
donnée de position sur cette sphére.

Passons maintenant a la construc-
tion correspondante pour la pseu-
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dosphére. Etant donné que sa courbe
de génération, la tractrice, est moins
connue que le cercle, nous allons
I'examiner plus précisément. La trac-
trice, (ou courbe équitangentielle) est

le chemin parcouru par les roues ar- |

rieres d'un semi-remorque lorsque le
conducteur de celui-ci fait un virage
a angle droit (Figure 3). La tractrice a
comme propriété que la longueur de
sa tangente jusqu’a l'axe horizontal
est constante (d’ou son autre nom
d’équitangentielle).

La chainette est directement reliée
a la tractrice puisqu'elle en est la
développée. La développée d'une
courbe est générée en tracant les nor-

males a cette courbe. Ces normales |

formentalors!’enveloppe d'une autre
courbe (ou de plusieurs courbes), que

I'on appelle la développée de la cour-
be originale (Figure 4a). Si l'on fait
tourner 'ensemble du systéme, trac-
trice et chainette, autour de l'axe de
la tractrice, la figure dessinée en 4b
en résulte. Il s’agit de la pseudospheé-
re et de sa développée dans l'espace,
la caténoide.

Nous en resterons pour l'instant
au systéeme chainette-tractrice, la cou-
pe plane de la pseudosphére et de la
caténoide. A partir de tout point [P} de
la tractrice on peut mener une tangen-
te vers l'axe horizontal. On appelle O
le point d’'intersection avec cet axe
(Figure 5a). On trace ensuite lanorma-
le a la tractrice passant par P et l'on
appelle M son intersection avec I'axe
horizontal. La normale sera tangente
a la chainette a un point Q, puisque

Figure 3

géomeétrie

c’est la propriété méme d'une déve-
loppée. On peut montrer que laligne
QO sera alors perpendiculaire a I'axe.

Si nous tragons maintenant un
cercle de rayon OP et que nous me-
nons la perpendiculaire PN (Figure
5b), nous constatons que nous avons
construit le triangle trigonométrique
complet de la figure 2. L'angle MOP,
que nous considérions auparavant
comme l'angle central du cercle, doit
étre considéré maintenant comme
I'angle caractéristique de la tractrice.
Lorsque P se déplace le long de celle-
ci, I'angle varie de 0 a 90 degrés. Si
I'on imagine un reflet miroir de la
tractrice de l'autre coté de I'axe hori-
zontal, on observe que l'angle fait
une rotation de 360 degrés lorsque P
parcourt la tractrice dans les quatre
cadrans.

L'angle MOP peut donc étre consi-
déré comme une coordonnée de po-
sition sur la pseudosphére, exacte-
ment de la méme maniere qu’on I'a
considéré auparavant comme une
coordonnée de position sur la sphe-
re. La différence étant que, si la posi-
tion angulaire sur une sphere est dé-
terminée par rapport a un point fixe,
ce point se déplace sur I'axe avec la
variation de I'angle dans le cas de la
pseudosphere.

Nous pouvons maintenant mon-
trer que le systéme de coordonnées
approprié pour le systéme chainette-
tractrice est le plan complexe.

Pour aller plus rapidement, pre-
nons la définition pré-gaussienne de
la courbure développée par Euler. La
courbure en tout point d’une surface
est le produit inverse des deux princi-
paux rayonsde courbure en ce point :

k=1/r

Pour la sphére, dont le rayon de
courbure est toujours le méme, égal
au rayon de la sphére :

k=1/r

Pour la pseudospheére,

k=-1/r* (ot lerayon de la pseudos-

phére est défini comme la longueur
de I'équitangente).

b .
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Les deux rayons de courbure prin-
cipaux varient sur toute la surface ;
seul leur produit est constant.

Pour la pseudosphére, ces deux
rayons sont les segments MP et PQ de
la figure 5b. (Démonstration : MPQ
est lanormale a la surface au point P.
Orlachainette, développée de la trac-
trice, est le lieu des centres de courbu-
rede celle-ci. PQest doncunrayon de
courbure au point P. En vertu du
théorémede Monge, selon lequel I'axe
d'une surface de révolution forme
I'une de ses développées, MP est
l’autre rayon de courbure).

On remarque que MP = tan@ et
PQ = cot6. Pour le cercle unité, leur
produit sera toujours égal a 1. Mais
afin que la courbure de la surface soit
négative, leur produit doit étre néga-
tif. Cette condition est réalisée lors-
qu’on donne les valeurs :

MP =i tane et PQ =i cot®
pour la pseudospheére unité, puis-
que i* = -1, par définition.

Ceci signifie que le plan du cercle
OP est le plan complexe avec ses axes
x et iy. Tout point peut étre caracté-
risé par les valeurs X + i y ou encore
cos@ + i sin@. Le triangle trigonomé-
trique caractéristique apparait alors
comme en figure 6.

Le théoréme de Pythagore montre
alors que les identités du plan com-
plexe pseudosphérique ont la forme
suivante : :

C0s%0 - sin’0 = 1
1 - tan?0 = sec?d
cot’0 - 1 = csc?0

On constate que ces relations sont
paralléles aux identités des fonctions
hyperboliques :

cosh?x - sinh*x = 1
1 - tanh?x = sech®x
coth’x - 1 = csch?x !

Mais il doit y avoir une raison plus
fondamentale, au-dela de I'exigence
formelle que le produit des rayons de
courbure soit négatif, pour justifier

B Figure 4

tractrice

évolute

b)

caténoide!

cette construction du plan complexe,
Je crois qu’on peut la trouver dans la
nature de l'action rotationnelle et
dans la distinction entre la sphére et
la pseudosphére. Si nous en venons a
'idée de 'action rotationnelle, défi-
nie par LaRouche comme la base axio-

| matique de toute géométrie cons-

tructive, nous pouvons voir plus clai-
rement ce point.

Dans 'action rotationnelle simple
qui produit le cercle, ou dans la dou-

pseudosphére
/

ble action rotationnelle qui produit
la sphere, la rotation se fait autour
d’un centre. Pour la pseudosphére, la
construction par l'action rotation-
nelle a besoin d’une rotation autour
d’un centre combinée avec un mou-
vement le long d'un axe. Par ailleurs,
lorsque nous définissons la position
sur la tractrice, comme nous l'avons
fait ci-dessus, nous voyons que l'an-
gle 6 détermine a la fois une rotation
et un déplacement linéaire. La pseu-
dospheére est donc doublement dé-
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terminée par deux formes d’actions
distinctes, la rotation et la transla-
tion. Pour décrire ces actions, on a
besoin du plan complexe.

Ceciest précisémentenaccordavec |
lavision qu’avait Gauss du plan com- |

plexe considéré comme une multi-
plicité doublement étendue. Non pas
une multiplicité & deux dimensions
spatiales, selon la conception triviale
ayant cours aujourd’hui, mais une

choses « d‘une nature telle qu’elles ne
peuvent étre ordonnancées dans une sé-
rie simple, méme infinie dans les deux
directions, mais ne peuvent étre ordon-
nancées que dans une série de séries ou,
autrement dit, qui forment une multipli-
cité a deux dimensions... »*

Une autre caractéristique du plan
complexe est que la multiplication
par i provoque une rotation de 90°.
Ceci prend une signification toute

multiplicité exprimant la relation de | particuliére dans cette construction.

= geomeétrie =

Comme la section d'une pseudos-
phére se compose de deux tractrices
en miroir (Figure 5b), 1'angle 6 est
défini dans quatre régions correspon-
dant aux quatre cadrans. Celles-ci
sont séparées par deux sortes de sin-
gularités : a90°eta 270°, on trouve le
point de rebroussement de l'équa-
teur de la pseudosphére ; a 0° et 180°,
on trouve l'axe asymptotique. La
multiplication par i fait ainsi passer
un angle par dessus une singularité,
vers le domaine suivant.

Quelques
implications

Le cercle et la tractrice peuvent
donc étre considérés comme des cour-
bes analogues, 1'une définissant une
mesure angulaire pour des sections
planes en courbure positive et I'autre
pour les sections planes en courbure
négative. La notion selon laquelle les
sections planes différent selon la cour-
bure des surfaces qu’elles sectionnent
semble sans doute étrange, méme
pour ceux qui sont accoutumés aux
étranges pensées que la théorie des
surfaces suscite. Il s’agit pourtant
d'une conséquence nécessaire de
notre analyse.

Nous devons conclure que I’hypo-
theése que nous faisons habituelle-
ment, selon laquelle le plan eucli-
dien est la multiplicité cartésienne
naturelle a deux dimensions, est faus-
se. On doitdonner au plan complexe
au moins autant de prétention a pou-
voir décrire une section plane d'un
volume tridimensionnel. Il est ques-
tion de déterminer si la région de
I'espace que nous examinons se défi-
nit comme étant de courbure positi-
ve ou négative. Que conclure de nos
affirmations dans le domaine physi-
que ? Qu'en est-il du préjugé newto-
nien de l'espace vide ou du médium
isotrope de Maxwell ?

De telles considérations ont da
jouer un réle dans le développement
par Gauss de sa notion de plan com-
plexe et, sans doute encore plus, pour
sa physique. Ceci va de pair avec la
signification fondamentale dela cour-
bure de l'espace que Gauss fut le

=
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-
premier a soulever explicitement.

Selon son biographe R. Dunnington,

fois une représentation géométrique
de la géométrie hyperbolique ou
« anti-euclidienne » vers 1828. A ce
moment, Gauss découvrit que la ro-
tation de la tractrice autour de son
axe asymptotique produisait une sur-
face de courbure négative constante.
Cela se passait juste aprés ses fameu-
ses études sur la courbure de l'espace,
et ses travaux cruciaux sur les nom-
bres complexes, publiés en 1825 et
1831, entourent joliment cette dé-
couverte.

Malheureusement, les travaux de
Gauss sur ces sujets sont aujourd’hui
ignorés ou compris de facon erronée.
Ses recherches ne sont généralement
connues que de fagon indirecte a
| travers I'influence de Riemann sur la
formulation par Einstein de la Théo-
rie générale de la relativité. Du fait de
I'influence de Maxwell et d’autres, le
niveau général du discours philoso-
phique entre scientifiques avait consi-
dérablement baissé a la fin du XIXéme
siecle, et les considérations d’Eins-
tein ne sont donc qu’un pale reflet de
la puissance des idées originales de
Gauss. Par exemple, en retenant la
conception de forces fondamentales
telles que la gravitation ou l'attrac-
tion coulombienne, qui se réduisent
a des lois de carré inverse dans le cas
des mouvements non-relativistes,
Einstein réintroduit toutes les hypo-
théses qui découlent d'un espace cour-
bé positivement de la supposition.*

La question de la courbure de 'es-
pace etdel'organisation topologique
de cette courbure reste ouverte. Le
point le plus important est de recon-
naitre que 'on fait des suppositions
sur cette question et que beaucoup de
ces suppositions sont implantées en
nous, dans des conditions équivalen-
tes a une anesthésie, par les procédu-
res standards de l'enseignement uni-
versitaire des mathématiques. Se gué-
rir d'une telle implantation forcée ne
peut étre accompli que par un examen
de conscience parfois douloureux,
examen de ses propres suppositions
motivé par un puissant désir de vériteé,

En considérant le plan complexe
comme la section plane d'un espace
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Gauss a construit pour la premiére °
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i cotangente 0
==
o
=
]
P i
]
=
_ 1
i tangente 6
fas)
w
=2
£
A M 2|  cosinus
‘“ O
sécante 0
courbé négativement, on meten évi- | essentiel pour le scientifique

dence d’'importantes distinctions
fonctionnelles entre les courbures
négative et positive, masquées par le
traitementalgébrique conventionnel.

d’aujourd’hui qui souhaite compren-
dre le comportement de la matiére a

| trés petite échelle, comportement

qui fait apparaitre de plus en plus

Reconnaitre de telles distinctions est | d’anomalies.

Notes
1. Quand le plan complexe est dérivé de cette maniére de la courbe généramce de
la pseudosphére, on voit que la trigopnométrie naturelle de ce plan est la méme que
la trigonométrie hyperbolique. Auparavant, ces identités pouvaient étre dérivées de

‘deux facons : soit on les pensait, suivant Lambert, comme la trigonométrie d'un
cercle de rayon i. Ou bien on y arrivait par le procédé indirect d’Euler, ot la fameuse

équation :

=C0s z + i sin z produit :
cosz=coshiz
isin z=sinh iz
ouz=x+iy

= Qegendant, dans. cettefo:me deprésentatmn, il y a toujours une confusion sur le

jfalt que z n'est pas unangle La substitution de 2 4 x + iy requiert un acte de foi

> a celui qui est n 2 pour la proposition par Lambert du cercle de rayon
i, avecle désav&n’tage supplémentaire que l'imagination est ici purement algébrique.
‘Dans ma construction, on voit que les identités de la trigonométrie hyperbolique

‘sontlesidentités trigonométriques ordinaires du plan complexe. Réconcilier les deux
‘nécessite cependant de garder a I'esprit que le centre du cercle se déplace le long de
T’axe pendant la rotation angulaire.

- 2. Karl Gauss, « La métaphysique des nombres complexes» (traduction anglaise,

par Jonathan Tennenbaum, de l'article de 1825 sur son Premier commentaire sur la

théorie des résidus. biquadmﬂques), 21st Century, Spring 1990, p. 63.
3.Je dévglqppe ce point dans « Potential in a space of negative curvature », 21st

Century, Winter 1992.




