Comment Gauss

a determine
I'orbite de Céres

(3éme partie)

JONATHAN TENNENBAUM

Nous sommes au début

du xixe siécle. Les astronomes
se mobilisent pour retrouver
Pastéroide Céres. Ceux qui
utilisent I'outil mathématique
élaboré par Laplace dans sa
Meécanique céleste echouent
dans leurs efforts. Le vieux
Laplace, en personne, affirme
qu’il est impossible de
deéterminer l'orbite de Céres

a partir des données limitées
que nous disposons.
Pourtant, le jeune Gauss est
sur la voie de la résolution

du probléme, malgre le fait
que chaque observation ne
représente rien de plus qu’une
ligne de visée, sans indication
sur la distance.

Nous publions ici I'avant-
derniére partie de cet article
retracant 'approche de Gauss.
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11. A CAPPROCHE DU POINT CRITIQUE

ous nous rapprochons du point
Ncritique de la solution de
Gauss. Les constructions de
cette section et des suivantes sont
élémentaires mais d’'un caractere
hautement polyphonique.
Regardons brievement le chemin
parcouru et ajoutons quelques idées
nouvelles au processus en cours.
Reprécisons d’abord la nature du
probleme : nous disposons de trois
observations de Piazzi donnant la
position apparente de Céres dans
le ciel vue depuis la Terre, a trois
instants spécifiés séparés d’environ
une vingtaine de jours. Le premier
objectif de Gauss est de déterminer

Figure 11.1. Les points P, P,,
P, doivent se trouver sur les
lignes de visée L, L,, L.
Mais ou ?

la distance de Céres a la Terre pour au
moins 'une de ces observations.

Deux difficultés « préoccupantes »
semblent nous barrer la route.

La premiere réside dans le fait
que les observations du mouvement
de Céres ont €été effectuées a partir
d’un point qui, lui aussi, est en mou-
vement. La position et le mouvement
apparent de Céres, tels qu’ils sont vus
depuis la Terre, sont donc le résultat
de plusieurs processus simultanés,
parmi lesquels le véritable mou-
vement orbital de Céres, le mouve-
ment orbital de la Terre ainsi que sa
rotation quotidienne. De plus, Gauss
adi « corriger » les observations pour
tenir compte de la précession des
équinoxes (le 1éger décalage de I'axe
de rotation terrestre), ’aberration
optique, la réfraction, etc.

La deuxieme difficulté est qu’il
n'y a rien dans les observations de
Céres qui, en soi, nous donne une
indication directe sur la distance a
laquelle I'objet pourrait se trouver
de la Terre. Chaque observation ne
définit rien de plus qu'une « ligne de
visée », une direction dans laquelle
I'objet a été observé. Nous pouvons
représenter la situation de la maniere
suivante (Figure 11.1) : de chacun des
trois points E , E,, E, représentant les
positions de la Terre (ou plus préci-
sément, celles de I’observatoire de
Piazzi) aux trois instants d’observa-
tion, tracons des lignes « infinies »
L, L, L,, chacune dans la direction



selon laquelle Céres a été observé
aux instants correspondants. En ce
qui concerne les véritables positions
de Céres dans 'espace (P, P,, P,), les
observations nous disent seulement
que P se trouve quelque part sur L,
que P, se trouve quelque part sur L,
et que P, se trouve quelque part sur
L,. Pour un empiriste, les distances le
long de ces droites restent totalement
inconnues.

Nous savons cependant quelque
chose de plus. Si Céres fait partie
du systeme solaire, son mouvement
doit étre gouverné par’ordre harmo-
nique de ce systeme tel qu'il est, entre
autres, exprimé par les contraintes de
Gauss et de Kepler. Celles-ci refletent
la courbure de I'espace-temps dans
lequel ont lieu les événements enre-
gistrés par Piazzi, et c’est en fonction
de cette courbure que nous devons
«lire » ses observations.

D’apres la premiere contrainte de
Gauss, l'orbite de Céres s’inscrit dans
un plan passant par le centre du So-
leil. Cette simple proposition devrait
déja transformer notre « lecture » des
observations. Plut6t que de se trouver
« quelque part » le long de leurs droi-
tes respectives, les points P, P, et P,
correspondent a l'intersection entre
les trois droites L, L, et L, et un cer-
tain plan passant par le Soleil (Figu-
re 11.2a). Nous ne savons pas encore
de quel plan il s’agit, mais I’existence
méme d’'une telle intersection réduit
déja beaucoup le degré d’indétermi-

nation du probléme et introduit une
relation entre les trois positions (tou-
jours inconnues) et les distances.

En effet, imaginez un plan variable
qui puisse pivoter autour du centre du
Soleil ; pour chacune des positions de
ce plan, nous avons trois points d’in-
tersection avec les droites L, L, et L.
Considérez maintenant, en fonction
de '« inclinaison » variable du plan,
de quelle maniere se transforme la
configuration de ces trois points I'un
par rapport a l'autre et par rapport
au Soleil (Figure 11.2b). En ce qui
concerne la relation géométrique
entre les trois positions réelles de
Céres, pouvons-nous déterminer
une caractéristique qui distingue-
rait a priori ce groupe spécifique de
points de tous les autres générés par
I'intersection des trois droites avec un
plan arbitraire passant par le centre
du Soleil 2

Grace au travail de la section pré-
cédente, nous avons déja une partie
delaréponse (Encadré 1). Nous avons
trouvé que le rapport entre la deuxie-
me position de Céres (P,) et les deux
autres (P, et P,) s’exprime par un pa-
rallélogramme dont les sommets sont
O et P, ainsi que deux points Q, et Q,
se trouvant respectivement sur les
axes OP et OP,. De plus, nous avons
découvert que les positions Q, et Q,,
définissant ces deux déplacements,
peuvent étre précisément caractérisés
dans les termes de rapports d’aires
triangulaires délimitées par les posi-

Encadre 1

tions P, P, et P, (ainsi que O).

A partir de maintenant, il nous
arrivera de désigner les rapports T,
T,etT,T,(uT, /T, etT,/ T,
comme étant les « coefficients » dé-
terminantles relations entre les trois
positions en question.

Nous avons déja remarqué dans
la section précédente que les aires
triangulaires intervenant dans ces
relations sont presqueidentiques aux
secteurs orbitaux balayés par la pla-
nete au cours de son mouvement en-
tre les positions correspondantes. Or,
grace a la «loi des aires » de Kepler,
nous connaissonsleurs rapports pour
étre les rapports des durées écoulées.
Nous les avons méme calculés dans
la section précédente grace aux don-
nées de Piazzi.

Cependant, I'aire de chaque sec-
teur orbital dépasse celle du trian-
gle correspondant de 'aire d'une
lunule délimitée par I’arc orbital
et le segment de droite reliant les
deux positions correspondantes de
la planete.

Dans la mesure ou les trois posi-
tions de la planete sont relativement
proches les unes des autres — et c’est
le cas pour Céres aux instants d’ob-
servation de Piazzi — la surface de la
lunule ne représente qu'une faible
fraction de celle des triangles (et des
secteurs). Dans ce cas, les rapports
des triangles T,:T , et T ;T , seront
«trés proches » des rapports des
secteurs orbitaux correspondants

La relation de P, a P,
et P, s’exprime par un
parallélogramme formé
a partir des déplace-
ments OQ, et OQ,, le
long des axes OP, et
OP, respectivement.
Les points Q, et Q,
divisent les segments
OP, et OP, selon des
proportions qui peuvent
étre exprimées a partir
des aires des triangles
T, T,, et T,,. Nous
savons en fait depuis
la section 10 que :
0Q,/OP, = T, /T,, et
OQ,/OP, =T /T,
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Figure 11.2. a) P, P, et P, qui sont des positions de I'orbite de Cérés, doivent toutes se trouver sur un plan
passant par le Soleil. b) Chaque position hypothétique du plan orbital définit une configuration différente des
positions de P, P, et P, les unes par rapport aux autres.

S,;:S,, et S ;S , dont les valeurs ont
été calculées a la section 10.

Pouvons-nous considérer la petite
différence d’aires entre les triangles
et les secteurs comme « une marge
d’erreur acceptable » en premiere
approximation ? Si c’est le cas, alors
nous pouvons reprendre les valeurs
numériques calculées a la section 10
a partir des rapports de durées écou-
lées et dire, approximativement :

T,/T,=S,/S,,=0513,

T,/T,=S,/S13=0,487.

En supposant, dans un premier
temps, que ces équations sont a peu
pres correctes, que vont-elles nous
apprendre au sujet de la configur-
ation des points P, P, et P, ?

Pour en avoir une idée, nous
invitons le lecteur a réaliser I'expé-
rience graphique suivante : choisissez
un point fixe O pour représenter le
centre du Soleil et choisissez deux
autres points quelconques pour P, et
P.. Déterminez ensuite les positions
correspondantes de Q, et Q, sur les
segments OP, et OP, de maniere a ce
que OQ, représente 0,513 fois la lon-
gueur totale de OP, et 0Q, 0,487 fois
la longueur totale de OP,. Combinez
les déplacements de OQ, et OQ, selon
la loi des parallélogrammes pour dé-
terminer une position de P,. Changez
ensuite les positions de P, et P, pour
voir comment la position de P, évo-
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lue. Qu’est-ce qui reste constant dans
larelation entre P,, P, et P, ? Examinez
également|’effet produit lorsquel’on
remplace les « coefficients » par une
paire d’autres valeurs, par exemple
0,6 et 0,9.

A I'évidence, en spécifiant les va-
leurs des rapports en fonction des-
quelsla position de P, est déterminée
par celles de P, et P,, nous avons
considérablement réduit I’étendue
de tous les triplets « possibles » qui
pourraient étre retenus pour les trois
positions de Céres.

Représentez vous a nouveau la
variété d’'un « triplet » de points tels
qu’ils sont obtenus par I'intersection
d’un plan variable passant par le cen-
tre du Soleil et des trois lignes de visée
L, L, et L, (Figure 11.2). Combien de
ces triplets présentent cette relation
particuliere entre le deuxieme point
et les deux autres, définie a partir de
ces valeurs spécifiques pour les coef-
ficients ? Sil’on réfléchit a cette ques-
tion en dessinant plusieurs exemples,
on arrive rapidement a la conviction
qu’en dehors de certains cas particu-
lierspourL,, L, et L, et pourles valeurs
des coefficients, cette configuration
particuliere ne convient que pour un
seul plan. Ainsi, dans la pratique, les
positions des trois points en question
sont déterminées de maniere unique,
a partir du moment ol1 sont donnés

L, L, et L, etles coefficients.

Si c’est le cas, le probleme que
nous nous sommes posé doit avoir
intrinsequement une solution! En
fait, il doit exister une maniere de
déterminer la distance entre la Terre
et Céres a partir de rien d’autre que
les droites L, L, et L, (telles qu’elles
sont données par les observations
de Piazzi), les positions de la Terre
et des valeurs suffisamment précises
des coefficients définis ci-dessus.
Pour voir comment on peuty arriver,
réfléchissez au parallélogramme ex-
primantlarelation entre la deuxieme
position de Céres et les deux autres
(Encadre 1). Ce parallélogramme ex-
prime le fait que la position P, de Cé-
rés (toujours inconnue) résulte de la
combinaison de deux déplacements
0Q, et OQ,. A propos des positions de
Q, etQ,, noussavons qu’ils se trouvent
respectivement sur les segments OP,
et OP, et qu'ils divisent ces segments
selonles proportions (« coefficients »)
dont nous connaissons les valeurs
ou du moins approximativement (Fi-
gure 11.3). Malheureusement, du fait
que nous ne connaissons pas P, et P,
nous n'avons aucun moyen direct de
déterminer les positions de Q, et Q,
dans I'espace.

Examinons la situation plus at-
tentivement. Considérons d’abord
la relation entre le déplacement OQ,



et les positions du Soleil, de la Terre
et de Céres a I'instant de la premiere
observation. Ces positions forment
un triangle dont les c6tés sont OE,
OP, et E P, (Figure 11.4a). Le point
Q, se trouve sur 'un des co6tés, en
I'occurrence OP , et le divise suivant
la proportion définie par le premier
coefficient. Cependant, nous ne pou-
vons rien dire au sujet des longueurs
de OP, et E P, ni de I'angle entre
elles, et donc la position de Q, reste
inconnue pour I'instant.

Mais qu’en est-il des points qui
correspondent a Q, sur les autres
cOtés du triangle ? Tracez la parallele
aE P, passant par Q,. Cette parallele
passe par OE, en un point que nous
appellerons F,. Ce dernier divise le
segment OE, selon la méme propor-
tion que Q, divise OP, (en effet, par
construction, OF Q, et OF P, sont des
triangles similaires). Comme nous
I’avons signalé, nous connaissons
approximativement cette proportion.
Du fait que la position de la Terre (E,)
est connue, nous pouvons déterminer
directement la position de F, en divi-
santle segment connu OE selon cette
méme proportion.

Ce résultat va nous rapprocher de
notre but d’'une dimension supplé-
mentaire ! Constatez que — par cons-
truction-lesegmentF Q, estparallele
et congruent a un sous-segment de la
ligne de visée E P . Appelons ce sous-
segment E G,. En d’autres termes,
pour arriver a I'emplacement de Q,
en partant de O, nous devons d’abord

allerde O aF , déplacement que nous
venons de construire, puis effectuer
un deuxieme déplacement équivalent
au déplacement E G|, mais appliqué
aF plutot qu'a E . Nous ne connais-
sons pas la grandeur de ce deuxieme
déplacement mais nous connaissons
sa direction, qui est celle de la ligne
de visée L, donnée par la premiere
observation de Piazzi.

Utilisons la méme démarche pour
les positions correspondant a la troi-
sieme observation de Piazzi, c’est-a-
dire le triangle OE,P, (Figure 11.4b).
En divisant le segment OE, selon la

Figure 11.3. L’en-
cerclement de P,.
Les relations de
proportionnalité
entre Q,, Q, et OP,,
OP, sont connues
approximativement
a partir des durées
écoulées.

valeur du deuxieme coefficient, on
détermine la position d'un point F,
tel que la droite F,Q, est parallele a
laligne de visée E,P,. Le déplacement
0Q, est ainsi équivalent a la combi-
naison de OF, et d'un déplacement
dans la direction définie par la ligne
de visée E,P,, c’est-a-dire L,.

Nous sommes maintenant tres
pres de pouvoir déterminer la posi-
tion de P, ! Rappelez-vous que nous
avons décomposé le déplacement
OP, comme étant la combinaison
de OQ, et OQ,. Chacun de ces deux
derniers déplacements a été par

Figure 11.4.
L’encerclement
de P,. Détermin-
ation (a) de F, et
de la direction
F.Q,, et (b) de F,
et de la direction
F.Q,.

b)
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La position de P,
résulte de la com-
binaison des dé-
placements OQ, et
0Q,. Par ailleurs,
nous avons dans nos
constructions :

0Q, = OF, + F.Q, et
0Q, =OF, + F Q.
Combinez les dépla-
cements OF, et OF,
pour obtenir la posi-
tion de F, puis effec-
tuez les deux autres
déplacements F,Q,
et F,Q,. Ceci conduit
a la construction d’'un
parallélogramme de
sommet F et dont les
cotés sont paralléles
et congruents aux
segments F.Q, et
F.Q

378

Encadreé 2

L's

T

i i 2
A

. Les directions de ces segments sont paralléles aux lignes de visées de Piazzide E, a P, etde E, a P,. Le résultat final

doit étre P, ; cela nous indique que P, se trouve sur le plan passant par F et déterminé par ces deux lignes de visée.

ailleurs décomposé en un déplace-
ment connu (respectivement OF, et
OF,) et un déplacement le long d’'une
des directions déterminées par les
observations de Piazzi. En d’autres
termes, OP, est le résultat de quatre

plan Q

&
-

m
w

Figure 11.5. P, se trouve sur le plan Q passant par le

point F, mais ou ?
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déplacements dont deux sont con-
nus en grandeur et en direction et
deux autres en direction seulement
(Encadre 2).

Comme nous avons supposé des
le début que le résultat d’une série de

déplacements de ce type ne dépend
pas de maniere sensible de l'ordre
suivant lequel ils sont combinés, nous
pouvons imaginer que nous pouvons
effectuer ces déplacements, dont le
résultat mene de O a P,, delamaniere

plan Q

L'5

L

E

Figure 11.6. Localisation de P,. La droite L, passant

par E, croise le plan Q au point P,. E,P, est la dis-

tance cruciale que nous recherchons.



suivante. Combinez d’abord les dé-
placements OF, et OF,: le résultat
est un point F se trouvant dans le
plan de l'écliptique. Nous pouvons
déterminer directement la position
de F a partir des positions connues
deF, etF,. Appliquez ensuite les deux
déplacements restant pour obtenir P,
apartirde E

Qu’apprenons-nous sur la nature
de la relation entre P, et F? Nous
ne connaissons pas 'amplitude des
déplacements conduisant de F a P,
mais nous connaissons leurs deux
directions. Ce sont les directions dé-
finies par les lignes de visée initiales
de Piazzi. Ah! Ces deux directions
rapportées au point F définissent un
plan spécifique passant par E Nous
n’avons qu’a tracer deux droites ' et
L, paralleles a ces deuxlignes de visée
et passant par F ; le plan en question,
appelons le Q, est le plan dans lequel

se trouvent L, et L, (Figure 11.5). Du
fait que ce plan contient les directions
des deux déplacements en question,
le résultat de la combinaison de ces
derniers - c’est-a-dire P, a partir de F
— se trouvera dans tous les cas en un
point de ce plan.

Ainsi, P, se trouve sur ce plan mais
ol ? N'oubliez pas la deuxieme ob-
servation de Piazzi qui a été retenue !
Cette observation définitune droite L,
passant par E, et surlaquelle se trouve
P,. Ou se trouve-t-il ? Al'évidence au
point d’intersection de L, et du plan
que nous venons de construire ! (Figu-
re 11.6) La distance lelong de L, entre
E, et ce point d’'intersection (c’est-a-
dire E,P,) est justement la distance
que nous recherchions. Euréka !

Ceci — avec une contribution
supplémentaire de Gauss particu-
lierement cruciale — définit le cceur
de la méthode a partir de laquelle

nous pouvons effectivement calculer
la distance de la Terre a Céres. 11 suf-
fit seulement de traduire cette cons-
truction géométrique sous une forme
permettant des calculs précis.

Cependant, il reste un obstacle de
taille sur le chemin que nous avons
parcouru vers la solution. Nous le
découvrirons, ainsi que le remede
ingénieux que lui a appliqué Gauss,
alasection 12.

Entre-temps, nous invitons le
lecteur a réfléchir sur ce qui suit:
la possibilité de trouver P,, comme
I'intersection de la droite L, et d’'un
certain plan passant par E présup-
pose que F ne coincide pas avec
I'origine de la droite, c’est-a-dire E,.
En fait, la taille de I'espace entre F et
E, reflete la différence de la courbure
entre les orbites de Céres et dela Terre
sur l'intervalle entre la premiere et la
troisieme observation.

12. UNE DIFFICULTE INATTENDUE NOUS CONDUIT A DE NOUVELLES DECOUVERTES

la section 11, nous avons rem-
Aporté une bataille majeure
dans nos efforts pour déter-
miner 'orbite de Céres. Cependant,
la guerre n’est pas encore gagnée.
Comme nous allons le voir tout de
suite, le plus grand défi reste encore
arelever.
Nous avons développé une cons-

truction géométrique qui nous donne
une approximation de la deuxieme
position de Céres. Cette construction
comprend les étapes suivantes :

1. Les trois observations choisies
définissent les directions de trois
lignes de visée joignant les positions
de I'observatoire de Piazzi aux posi-
tions de Céres, a chacun des instants
d’observation. A partir de ces infor-

Figure 12.1.
Relations
entre les
positions du
Soleil (0), de
la Terre (E,,
E, E,), les
lignes de vi-
sée et Céres
(P,, P,, P,).

mations et de la connaissance du
mouvement (orbital et rotationnel)
de la Terre, déterminez les positions
de 'observateur E , E,, E,, et cons-
truisez les droites L, L,, L,, issues de
chacune de ces positions et suivant
les directions correspondantes* (Fi-
gure 12.1).

2. A partir des instants donnés par
les observations de Piazzi, calculezles
rapports des temps écoulés entre le
premier et le deuxieme, le deuxieme
etle troisieme et le premier et le troi-
sieme instants, c’est-a-dire :

t,—t: G-t ett,—t:t,—t.

3. D’apres la loi des aires de Ke-
pler, les valeurs calculées ci-dessus
coincident avec les rapports des
aires des secteurs orbitaux, S ,: S, et
S,,: S, balayées par Céres pendant
les intervalles de temps correspon-
dants. Nous avons supposé, par ap-

* Pour information, Piazzi a donné les positions
apparentes suivantes correspondant au 2 jan-
vier, au 22 janvier et au 11 février 1801 :

ascension droite déclinaison
2 janvier 51°47°49” 15°41°05”
22 janvier 51°42'21” 17°03'18”
11 février 54°10'23” 18°47°59”

Ces « positions » ne sont rien d’autre que les
directions dans lesquelles pointent les lignes
L,L,L

17 727 73"
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proximation, qu’il serait possible de
négliger la différence relativement
faible entre les rapports des aires des
secteurs orbitaux, d'une part, et ceux
des aires triangulaires correspondan-
tes formées a partir de la position du
Soleil et de celles de Céres, d’autre
part (Figure 12.2).

4. Partant de 13, nous avons sup-
posé que les rapports des durées
écoulées, calculés en 2, donnent des
approximations suffisamment pré-
cises pour les valeurs des rapports des
aires triangulaires T, : T, et T, : T ..
Les véritables valeurs de ces rapports,
que nous appellerons respectivement
«d» et «c», sont les coefficients qui
définissent la relation spatiale entre
la deuxieme position de Céres et les
premiére et troisieme, suivant la « loi
du parallélogramme » pour la combi-
naison et la décomposition de mou-
vements simples dans I’espace.

5. En utilisant les valeurs approxi-
matives de c et d déduites des temps
écoulés de la maniere indiquée ci-
dessus, construisez un point F dans
le plan de l'orbite terrestre de telle
maniere que la relation de F aux po-
sitions de la Terre E, et E soit la méme
que celle que l'on vient de déduire
entre la deuxieme et les premiere et
troisieme positions de Céres.

Pour I’énoncer clairement : di-
visez les longueurs des segments du
Soleil a la Terre (OE, et OE,) selon
les rapports définis par les valeurs
approximatives des coefficients c et
d. En d’autres termes, construisez
respectivement les points F et F, sur
les segments OE, et OE,, de telle ma-
niere que OF, / OE, =t,—t,/ t,—t et
OF,/ OE,=t,~t / t,—t. Construisez
ensuite le point F tel qu’il résulte des
deuxdéplacements OF et OF,; F sera
ainsi le quatrieme sommet d'un pa-
rallélogramme construit a partir des
points O, F, et F, (Figure 12.3).
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6. Tracez ensuite les droites L, et
L, paralleles a L, et L, et passant par
E Elles définissent un plan unique Q
passant par E

7.Déterminezle point P quiest!'in-
tersection entre la droite L, et le plan
Q. En d’autres termes, « projetez » la
deuxieme position de la Terre E, le

plan Q

E;

Figure 12.4. L’intersection entre la
droite L, et le plan Q, détermine
le point P2.

L

Figure 12.2.
Les secteurs
orbitaux S,
S, S,;etles
aires triangu-
laires corres-
pondantes

Tigp Uggp Uegr

127 723’

Figure 12.3. Déter-
mination du point
F par combinaison
des déplacements
selon OE, et OE,.

long delaligne de visée définie parla
deuxieme observation jusqu’a attein-
dre le plan Q (Figure 12.4). Ce point P
est notre premiere approximation de
la position de Céres P, !

A partir des méthodes clas-
siques de géométrie analytique et
descriptive, telles qu’elles ont été

développées par Fermat et
perfectionnées par Gas-
pard Monge, nous pouvons
traduire cette construction
géométrique en calculs nu-
meériques afin de déterminer
la distance E,P a partir des
données de Piazzi.

Il faudrait peut-étre
mieux réfléchir deux fois
avant de se lancer dans
des calculs laborieux. Telle
qu’elle se présente, notre
méthode repose sur une
approximation grossiere
pour estimer la valeur des
coefficients cruciaux c
et d. Rappelez-vous que

E, nous avons décidé d’igno-

rer la différence entre les
secteurs orbitaux et les
triangles correspondants.
Nous pourrions défendre
la validité de cette étape
d’approximation a partir
des arguments suivants.
D’abord, nous ne nous



intéressons ici qu'aux rapports et
non aux valeurs absolues des sec-
teurs et des triangles. Par ailleurs,
les différences en question — c’est-
a-dire les aires en forme de lunules
délimitées par les arcs orbitaux et les
cordes reliant les positions orbitales
correspondantes — ne sont certaine-
ment que des fractions infimes des
aires totales des secteurs orbitaux. De
ce fait, elles ne devraient avoir qu'un
effet « marginal » sur les valeurs des
rapports de ces aires.

En fait, des calculs simples réa-
lisés a partir du cas hypothétique
d’une orbite circulaire entre Mars et
Jupiter*, montre que nous pouvons
nous attendre a une erreur de I'ordre
de 0,25% dans la détermination des
coefficients c et d, lorsque I'on né-
glige la différence entre les secteurs
et les triangles. Pas trop mal, n’est-ce
pas?

Avant de chanter victoire, jetons
un coup d’ceil sur les effets possi-
bles de cette marge d’erreur dans
les coefficients sur le reste de la
construction.

Observons le probleme de plus
preés. Une erreur de x pour cent
dans les valeurs de c et d, produira
une erreur d'un méme pourcentage

plan Q

dans les positions de F, et F,, et au
maximum deux fois cette erreur
dans le processus de combinaison
de OF, et OF, pour créer E Une er-
reur quelconque dans la position de
F produit cependant un déplacement

* Pour avoir une idée de combien grande pourrait étre cette erreur supposée marginale, exa-
minons un cas hypothétique. Supposez que la planéte inconnue se déplace sur une orbite
circulaire, @ mi-chemin entre Mars et Jupiter, disons & une distance de 3 Unités astronomiques
(UA) du Soleil (trois fois la distance entre la Terre et le Soleil). La période de la planéte serait
dans ce cas la racine carrée de 3 x 3 x 3, c’est-a-dire environ 5,196152 années. Au cours
d’une durée de 20 jours (la durée approximative entre deux observations successives choisies
par Gauss), la planéete devrait parcourir une certaine fraction de la révolution compléte autour
du Soleil équivalente a 20 divisé par le nombre de jours d’une période orbitale compléte de
5,196152 années, c’est-a-dire 20/ (365,256364 x 5,196152) ou encore 0,010538. Pour trouver
I'aire balayée pendant les 20 jours, nous n’avons qu’a faire le produit de 0,010538 par l'aire
délimitée par une révolution compléte. Cette derniére étant égale a n (~ 3,141593) fois le carré
du rayon orbital (3 x 3), nous obtenons 0,297951 UA2.

Calculons ensuite I'aire du triangle entre le Soleil et deux positions de la planéte séparées par
20 jours. L’angle balayé depuis le Soleil par ce mouvement est de 0,010538 x 360°, c’est-a-dire
3,79398°. La hauteur et la base de ce triangle isocéle, dont les deux cétés égaux sont de méme
longueur que le rayon orbital, peuvent étre estimées graphiquement ou calculées par les fonctions
trigonométriques. Pour ce triangle, on trouve une hauteur de 2,998356 UA et une base (la corde
entre les deux positions planétaires) de 0,198600 UA pour une aire de 0,2977737 UAZ2.

Si 'on compare les deux valeurs que I'on vient d’obtenir, on trouve que l'aire du secteur orbital
n’excede celle du triangle « que » de 0,000214 UAZ2. Etant donné qu’une unité astronomique vaut
150 millions de kilométres, cette « petite » aire correspond « seulement » & environ 5 000 mil-
liards de kilométres carrés ! Par ailleurs, le rapport du secteur au triangle est d’environ 1,000718.
Si, dans les rapports qui définissent les coefficients ¢ et d, on remplace les aires triangulaires T,
et T,, par les secteurs correspondants S,, et S,,, on introduit une erreur de I'ordre de 0,07%.
Notez cependant que ces estimations ne s’appliquent que dans le cas de durées écoulées
égales a 20 jours — telles que celles entre la premiére et la deuxiéme et entre la deuxieme et la
troisieme positions. La premiére et la troisieme positions sont, quant a elles, séparées par 40
jours. Sil'on refait les calculs dans ce cas, on trouve une aire de secteur orbital de 0,595902 UA?
et une aire de triangle de 0,594170 UA?, c’est-a-dire que la différence est d’environ 0,00193 UA?
— presque huit fois plus que précédemment — et le rapport est de 1,0029 correspondant a une
erreur de 0,29%. C’est 'erreur a laquelle il faut s’attendre lorsque I'on remplace S, par T,, dans
les rapports définissant les rapports c et d.

A partir de ces calculs préliminaires, nous pouvons conclure que la plus grande source d’erreur
dans notre estimation des coefficients c et d est la différence entre S,; et T,

|_—plan Q'

Figure 12.5. Du

fait de I’extréme
platitude de I'angle
que la droite L, fait
avec le plan Q, un
léger décalage de
la position de F (de
F a F’) provoque un
grand décalage du
point d’intersection
avecL,(deP,aP’).

correspondant dans la position du
plan Q, dont I'intersection avec L,
définit notre approximation de la
position de Céres. Cela étant posé,
les directions des droites L, L, et L,
issues d’observations faites pendant
une période relativement courte, ne
different entre elles que de quelques
degrés. Du fait que I'orientation du
plan Q est déterminée par des lignes
parallelesaL, etL, enE celaimplique
que L, formera un angle extrémement
« plat » avec le plan. Un décalage
minime dans la position du plan va
donc provoquer un changement
beaucoup plus important dans I'em-
placement de son intersection avec
L,. De combien ? Si nous analysons
la configuration relative de L,, de Q
et de I'écliptique correspondant a la
situation des observations de Piazzi,
nous trouverons qu’'une erreur dans
la position de F peut entrainer une
erreur de dix a vingt fois plus grande
dans I'emplacement du point d’in-
tersection (Figure 12.5). Cela nous
conduit a une erreur considérable,
de l'ordre de 5 a 10%, dans notre es-
timation pour la distance de la Terre
aCéresEP,.

Par ailleurs, il est un fait que les
calculs préliminaires que nous avons
effectués avec des orbites circulaires
sous-estiment fortement!’erreur dans
les coefficients de c et de d, qui exis-
terait dans le cas d'une orbite plutot
non circulaire (ce qui est le cas pour
Céres). Dans ce cas, cette erreur peut
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s’élever a 2% ou plus, ce qui conduit
a une erreur finale de 20 a 30% dans
notre estimation de la distance de
I'objet.

Une marge d’incertitude aussi
énorme rendrait toute prévision de
la position de Céres completement
inutile.

Retour a la courbure

La réalité a rejeté notre approche
rudimentaire consistant a ignorer
les différences entre les secteurs
orbitaux et les triangles correspon-
dants. En fait, ces différences sontles
caractéristiques les plus cruciales de
I'orbite elle-méme « dans le petit » ;
elles résultent de la courbure de
l'orbite telle qu’elle est reflétée dans
le fait que la trajectoire de la planeéte
entre deux points, aussi proches
soient-ils, « s’écarte » toujours de la
ligne droite*.

Pour s’attaquer au probleme, pas
moins de frois niveaux du processus
doivent étre pris en considération :

(i) La courbure dans '« infiniment
petit » qui intervient dans n'importe
quelintervalle arbitrairement petit, et
qui « faconne » continuellement I’or-
bite a chaque instant du processus de
génération.

(ii) La courbure de l’orbite dans
«le grand », considérée comme to-
talement réalisée « dans le futur »
et qui, ironiquement, est antérieure
au mouvement orbital lui-méme ;
ceci étant bien entendu défini dans
le contexte du systeme solaire dans
son ensemble.

(iii) Les intervalles géométriques
entre les positions discretes P, P,,
etc., del’orbite, en tant que moments
ou événements du processus, et dont
les relations réciproques constituent
une sorte de tension entre I'effet cu-
mulatif ou intégré de courbure « dans
le petit », et la courbure « dans le

Figure 12.6. Construction d’un coéne circulaire ayant pour sommet le
point O, la position du Soleil sur un plan horizontal. En coupant le
cone avec un second plan nous engendrons une ellipse. En projetant
cette ellipse sur le plan horizontal, nous engendrons une seconde
ellipse. Nous allons utiliser cette construction pour examiner les re-
lations entre les secteurs orbitaux et les aires triangulaires formées a
partir des positions observées de Cérés.

grand » — agissant, en quelque sorte,
depuis le futur.

Euler, Newton et Laplace ont re-
jeté cela en linéarisant a la fois dans
le grand et dans le petit. Du point
de vue de Newton et de Laplace,
l'orbite considérée comme un tout
— quelle affaire! — n’a aucune exis-
tence efficiente. Une orbite n’est que
la trace accidentelle d’'un processus
qui se déroule en aveugle d’étape en
étape, sous 'impulsion de « forces »
momentanées — a la maniere des
politiques de gestion de crise telles
qu’elles ont été appliquées ces der-
nieres années ! Pour un newtonien,
seule la « force » que vous pouvez
éprouver «ici et maintenant» a un
caractere de réalité. Mais la « force
aveugle » de Newton n’est qu'une
construction purement linéaire dé-
pourvue de contenu scientifique.

* Le lecteur scrupuleux qui se sera réellement donné la peine de représenter la position de F
en utilisant les rapports des durées donnés ci-dessus, aura découvert que F se trouve sur la
ligne droite qui relie E, et E,. On peut alors noter les choses suivantes :

(i) Dans la mesure ou I'on utilise comme coefficients les rapports des temps écoulés, la somme

de ces coefficients est invariablement égale a 1.

(i) Considérons deux points quelconques A et B. Si nous divisons les segments OA et OB selon
des coefficients dont la somme est égale a 1 et effectuons les déplacements correspondants le
long des deux axes, alors le point résultant de la combinaison de ces déplacements se trouve

toujours le long de la ligne droite joignant A et B.

(iii) En conséquence, P, ne se trouvant pas sur le segment PP, du fait de la courbure de I'orbite
de Cérés, la somme des véritables valeurs de c et d sera toujours différente de 1 et, en fait,

supérieure.
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Vous pouvez suivre la voie entro-
pique qui consiste a déduire algébri-
quement la «loi de la force » a partir
des lois de Kepler mais, en dépit des
efforts sophistiqués de Laplace et al.,
il est axiomatiquement impossible de
déduire 'ordre képlérien du systeme
solaire dans son ensemble a partir de
la physique de Newton.

En fait, les efforts de Burkhardt et
d’autres pour déterminer |'orbite de
Céresenutilisant!’outilmathématique
élaboré par Laplace dans sa Méca-
nique céleste, ont conduit a un échec
total. Selon ce que son ami von Zach
avait rapporté a Gauss, le vieux La-
place qui — du haut des sommets de
I'Olympe ot il semblait siéger — avait
suivi les discussions et débats au sujet
de Céres, arrivant ala conclusion qu’il
était impossible de déterminer 'orbite
apartir des données limitées de Piazzi.
Laplace avait recommandé 'arrét des
recherches en attendant qu'un astro-
nome ait la chance de retrouver la
planete. Lorsque von Zach rapporta
les résultats des calculs de Gauss, et
I'accord extraordinaire entre 1'orbite
proposée par Gauss et 'ensemble
des observations de Piazzi, il s’attira
le mépris de Laplace et de ses amis.
Toutefois, la réalité donna rapidement
raison a Gauss.

Ce qui est caractéristique de la su-
périorité axiomatique de la méthode



de Gauss, et de celle de Kepler avant
lui, c’est que Gauss voit les orbites
comme des entités efficientes. Avec
cette approche, examinons les re-
lations entre P, P, et P, qui doivent
nécessairement découler du fait que
ces positions sontles moments d'une
orbite képlérienne unique.

Une métaphore
géometrique

A cette fin, construisez la repré-
sentation suivante de la variété de
toutes les orbites potentielles (vues
comme des totalités « réalisées »)
ayant un foyer commun au centre
du Soleil, et se trouvant dans un
plan donné (Figure 12.6). Représen-
tez ce plan comme un plan horizontal
passant par un point O représentant
le centre du Soleil. Construisez au-
dessus de ce plan un cone circulaire
dontle sommet est O et dont’axe est
perpendiculaire au plan.

En coupant le cone par un autre
plan variable, on génere toutle réseau
des sections coniques. La projection
de chacune de ces sections coniques
sur le plan horizontal donne éga-
lement une section conique; et les
sections coniques résultantes sur
le plan horizontal ont également le
point O comme foyer commun* (voir
appendice « Lellipse en tant que pro-
jection conique »).

Cette construction peut étre « lue »
comme une métaphore géométrique,
juxtaposant deux « espaces » diffé-
rents et axiomatiquement incom-
patibles. Dans cette métaphore, le
cone représente l'espace invisible
du processus de création (que Lyn-
don LaRouche appelle parfois la va-
riété continue), et le plan horizontal
représente l’espace des phénomenes
visibles. La section conique projetée
est 'image visible, « projetée » d'une
singularité de I'espace supérieur.

A partir de cette construction,
examinons la relation entre P, P,
P, et I'orbite unique sur laquelle se
trouvent ces trois points. Nous pou-
vons déterminer cette orbite par une

* Jai présenté l'idée de base de cette cons-
truction pour la premiére fois en avril 1983
dans un article non publié intitulé « Develop-
ment of Conical Functions as a Language for
Relativistic Physics ».
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Figure 12.7. Nous utilisons notre construction pour mettre en relation

les positions P,, P,, P,, les distances radialesr,, r,, r

h,, h,, h,, et le paramétre orbital.
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Figure 12.8. Quelle est la relation entre les aires triangulaires T

et la hauteur hde V ?

« projection inverse » comme il suit
(Figure 12.7).

AchaquepointP, P, P, tracezune
perpendiculaire au plan horizontal.
Ces trois perpendiculaires croisent
le cone en des points U, U,, U,. Ces
derniers déterminent a leur tour
un plan unique coupant le cone et
générant ainsi une section conique

T T13

127 " 23

passant par ces points. La projection
de cette section conique sur le plan
horizontal « visible » est ainsi 1'uni-
que orbite sur laquelle se trouvent
P,P,etP.. Notez queles hauteursh ,
h,, h, des points U , U,, U, au-dessus
du plan horizontal sont proportion-
nelles aux distances radiales entre P ,
P, P, etO.
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Remarquez une autre singularité
qui apparait au cours du processus : le
plan déterminé par U , U, et U, passe
par I'axe du cone en un point V. La
hauteur de ce point sur 'axe au-des-
sus de O est en fait directement liée au
« parametre » de I'orbite qui joue un
role clef dans la formulation des lois de
Kepler par Gauss. Ce dernier a montré
que l'aire balayée par une planete au
cours de son mouvement sur une or-
bite donnée pendant un intervalle de
temps donné, est proportionnelle (par
une constante universelle du systeme
solaire) a la durée de l'intervalle de
temps multipliée par la racine carrée
du « parametre orbital ». Lintégration
de cela dans la représentation coni-
que que nous venons de présenter
nous ouvre une nouvelle piste vers la
solution de notre probleme.

En fait, si nous coupons le cone
horizontalement a la hauteur de V,
alors 'intersection de ce plan hori-
zontal avec le plan de U, U,, U, sera
une ligne droite 1 perpendiculaire au
grand axe de la section conique. Cette
droite coupe la section conique en
deux points symétriquement opposés
par rapport aV et ala méme hauteur.
Le segment |’ de 1 (délimité par ces
deux points) définit la largeur de la
section conique en V. Ce segment est
également un diametre de la section
circulaire du cone en 'V, qui est ainsi
proportionnel a la hauteur h de V
sur I’axe. Projetez-le maintenant sur
le plan horizontalde P, P,, P.. Limage
de I', équivalente a 1’ en longueur,
est le diametre perpendiculaire de
I'orbite au foyer O, exactement la
longueur que Gauss avait appelée
« parametre orbital ».

Tout ce qui précede est illustré
trées simplement a la figure 12.7. Le
résultat immédiat de cela est que le
parametre orbital de Gauss qui gou-
verne larelation entre le temps écoulé
etl’aire balayée parle mouvement de
la planéte sur son orbite, est propor-
tionnel a la hauteur h du point V sur
I'axe du cone.

Par ailleurs, notre méthode de
« projection inverse » nous permet
de déterminer V directement a par-
tir des trois positions P,P, P, en
construisant le plan passant par les
points correspondants U,U, U,.La
«retombée inattendue » de ces con-
sidérations est que nous disposons
d’'une maniere simple pour déter-
miner le parametre orbital de Gauss
pour n’importe quelle orbite, a partir
de rien de plus que les positions de

FUSION N°76 - MAI - JUIN 1999

trois points quelconques de cette
orbite. Nous pouvons cependant en
dire plus encore.

Nous avons trouvé précédemment
une maniere d’exprimer la relation
spatiale entre P, P,, P, (par rapport
a 0), en fonction des rapports des
aires triangulaires T, T,, T, Tout
cela nous indique l'existence d’'une
relation fonctionnelle simple entre
ces aires triangulaires et la valeur
du parametre orbital (ou encore la
hauteur de V). Ce dernier est a son
tour en relation fonctionnelle aux
valeurs des durées correspondantes
et des secteurs orbitaux du fait des
contraintes de Gauss (Figure 12.8).

Notre construction conique nous

a donné un chainon manquant pour
la nécessaire cohérence entre les
secteurs orbitaux et les triangles cor-
respondants. Cela va nous permettre
d’aller au-dela de I'approximation
grossiere présentée dans la section
précédente, et de déterminer la dis-
tance de Céres avec une précision
que Laplace et ses amis considéraient
impossible.

Nous allons le voir en détail dans
la section suivante. Il est cependant
clair que nous avons progressé d’'une
dimension critique supplémentaire
vers la victoire. La clef de notre réus-
site a été une sortie dans la « variété
continue » sous-jacente aux orbites
planétaires.

13. SAISIR LA GEOMETRIE INVISIBLE DE LA CREATION

ans la section précédente, nous
avons laissé de coté ’aspect vi-
sible de I'orbite de Céres pour
nous intéresser a sa génération dans
un domaine supérieur. Al’aide d'une
métaphore géométrique simple, nous
avons représenté ce domaine supé-
rieur par un cone circulaire d’axe
vertical, et le domaine « visible » in-
férieur par un plan horizontal. Nous
avons fait en sorte que le plan passe
parle sommet du cone, point ol1 nous
avons localisé le centre du Soleil, et
avons établi une correspondance
entre des relations d’événements du
domaine visible et des événements
de I’espace supérieur « conique », au
moyen d'une projection du cone vers
le plan suivant la direction de I'axe.
En fait, si nous tracons I'orbite de
Céres sur le plan horizontal, cette
courbe est I'image projetée d'une
section conique sur le cone.
Comment est-il possible d utili-
ser la géométrie de I'espace visuel
pour « cartographier » des relations
dans un «espace supérieur » d’'un
caractere axiomatique différent?
Seulement sous la forme d’un para-
doxe. Bien entendu, aucune repré-
sentation « littérale » n’est possible,
pas plus que nous n’avons a I'esprit
une simple analogie. Lorsque nous
représentons I’espace visuel par un
plan en deux dimensions (dans l'es-
pace visuel !), et 'espace supérieur
comme un céne en «trois dimen-
sions » projeté sur le plan, nous ne

cherchons pas asuggérer quel’espace
est « supérieur » en vertu du fait qu’il
possede « davantage de dimensions ».
Nous cherchons plutot a « montrer »
dans I’axe du cone de notre cons-
truction, le signe d'un type différent
d’ordonnancement que dans!’espace
visuel — I'une des caractéristiques
fondamentales de ’ordonnance-
ment transfini et « anti-entropique »
de I'Univers dans son ensemble.

Sil’on réfléchit sur l'ironie de cette
application de constructions dans la
géométrie élémentaire a une telle
cartographie métaphorique, I'idée
suivante se présente d’elle-méme :
la géométrie de I’espace visible s’est
avérée appropriée pour un processus
de découverte de la réalité extérieure
al’espace visible, lorsqu’elle n’est pas
considérée comme quelque chose
de fixe et de statique, mais comme
quelque chose de constamment re-
défini et développé par notre activité
cognitive, de la méme maniere que
I’on développe le systeme musical
bien tempéré par la composition
classique. Ne devrions-nous pas
considérer la géométrie élémentaire
du point de vue selon lequel I'espace
visuel est créé et « formé » dans le but
de donner alaraison un chemin pour
saisir la « géométrie invisible » de la
création elle-méme ?

En gardant a l'esprit ces ironies,
revenons au défi devant lequel nous
a placé la discussion de la section
précédente. Nous avons développé



une méthode pour construire une
approximation de la position de
Céres qui ne prenait pas en compte
de maniere adéquate la courbure de
I’espace-temps dans le petit. Cette
approximation nous a fait intro-
duire une source d’erreur qui peut
conduire a des différences majeures
entre notre estimation de la distance
entre la Terre et Céres et la véritable
distance. Si Gauss n’avait pas corrigé
cette faute, sa tentative de prévision
de l'orbite de Céres se serait avérée
un échec.

Nous n’avons pas d’autre choix que
d’enquéter surla courbure dansle pe-
tit qui caractérise la relation spatiale
entre trois positions quelconques P,
P,, P, d’'une planéte, en vertu du seul
fait qu’elles sont des « moments » de
la méme et unique orbite képlérien-
ne. Et de faire cela sans supposition
concernant la forme particuliere de
la section conique orbitale.

Nous avons projeté les trois posi-
tions sur le cone, déterminant ainsi
trois points U , U, et U,. Ces derniers
déterminent un plan unique qui
coupe le cone selon une section co-
nique dont la projection sur le plan
horizontal estla forme visible de I'or-
bite de Céres. Lintersection du plan
U,U,U, avec 'axe du cone donne un
pointV qui constitue une singularité
tres importante. La section circu-
laire du cone a la « hauteur » de V est
coupée par le plan U U,U, en deux
points,qui sont les extrémités d’'un
diametrel passant parV. Ce diametre
se projette sans changement de lon-
gueur sur le segment qui représente la
largeur de I'orbite de Céres, mesurée
perpendiculairement a I’axe de 'or-
bite en son foyer O. Cette longueur est
ce que Gauss appelle le « parametre
orbital » (Figure 13.1).

Ainsi, le parametre de Gauss est
égal a la section du cone en V qui
est elle-méme proportionnelle a la
hauteur de V sur I'axe du cone. Le
facteur de proportionnalité dépend
de 'angle au sommet du cone; ce
facteur prend la valeur 1 si nous
choisissons un angle au sommet égal
a90° (de telle sorte que la surface du
cone fasse un angle de 45° avec le
plan horizontal en O). Choisissons
cette valeur pour cet angle. Nous
pouvons alors dire que la hauteur h
de V sur U'axe est égale a la moitié du
parametre orbital (Figure 13.2).

Rappelez-vous maintenant que
d’apres la reformulation des con-
traintes de Kepler par Gauss, 'aire

paramétre
orbital

Figure 13.1. Le parameétre orbital est la projection du diamétre I’ de la
section circulaire du cone a la hauteur h de V. Le diamétre I’ est ob-
tenu par l'intersection des sections circulaire et elliptique.

45°

<

o

Y
parameétre orbital

Figure 13.2. La relation entre la hauteur h et le paramétre orbital. L’il-
lustration représente une vue en coupe du cone selon le plan défini
par I’axe vertical et le segment I’ (représenté ici entre les points a et
b). Du fait que I’angle au sommet du cone est de 90°, les triangles avVO
et bVO sont des triangles isocéles. Par conséquent, h =aV = bV = 1/2

(ab) = demi-paramétre de I'orbite.

balayée par la planete pendant un
intervalle de temps quelconque, est
proportionnelle a la durée écoulée
multipliée par la racine carrée du
demi-parametre (voir section 8). No-
tre analyse a montré que la constante
de proportionnalité est égale a p lors-
que la durée est mesurée en années,
la distance en unités astronomiques
et 'aire en unités astronomiques au

carré.

A partir de ces considérations,
nous pouvons maintenant exprimer
les aires des secteurs orbitaux de Cé-
res en terme de durées écoulées et de
hauteur h du pointV surle cone. Nous
avons, par exemple :

S,=Vhxnx(t,-t), et

stz\/Fxnx(tS—tz).

A la fin de la section précédente,
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Figure 13.3. Notre projection conique qui contient a la fois les aires
triangulaires et les secteurs elliptiques ainsi que le paramétre orbital
h, va nous permettre de trouver une approximation « adaptée » des
coefficients cruciaux pour déterminer I’orbite de Céres.

nous avons remarqué que la valeur
de h doit étre, d’une maniere ou
d’une autre, exprimable en fonction
des aires triangulaires T ,, T, et T ,;
quelelienrésultantentre S, etS,, via
h devrait finalement nous donner une
approximation beaucoup plus « fine »
desrapportsT ,:T ,etT, : T ,quene
I'avait permis notre approche rudi-
mentaire initiale (Figure 13.3).

Avant de nous lancer dans une
bataille cruciale, retenons ce qui suit
pour ne pas perdre de vue I'ensemble
des conceptions qui précedent. Le
parametre orbital, représenté main-
tenant par h, trouve sa signification
par sa présence dans les relations
entre :
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(i) 'orbite képlérienne considérée
comme un tout;

(ii) le réseau d’« intervalles géo-
métriques » entre trois positions
quelconques P, P, et P, de l'orbite ;

(iii) la courbure de chaque « mo-
ment d’action » arbitrairement petit
dans le mouvement de la planete,
tel qu’il est exprimé dans le secteur
orbital correspondant, et surtout
dans la relation entre le secteur
«courbe » et 'aire triangulaire cor-
respondante.

Gauss a concentré son attention
sur le secteur et le triangle délimités
par la premiere et la troisieme posi-
tions (S, et T ,). Nos calculs expéri-
mentaux de la section précédente

Figure 13.4.
La plus gran-
de part de la
différence de
surface entre
S,etT,, qui
est une aire
en forme de
lunule, est
constituée
par le trian-
gleT,,.

montrent que la différence entre les
deux était la principale source d’er-
reur dans notre méthode de calcul
de la distance entre la Terre et Céres.
Gauss a donc cherché une maniere
d’estimer correctement cette aire.

Gauss a remarqué que la plus
grande part de la différence de sur-
face entre S, et T ,, c’est-a-dire la
lunule délimitée par I'arc de P, a P,
et le segment P P, est constituée
par le triangle P P,P.. Appelons ce
triangle - le triangle formé par les
trois positions de la planete —« T ,, ».
Gauss aremarqué également que T,
estégalalasommedeT ,etT, moins
T, (Figures 12.2 et 13.4).

Comment notre exploration de la
géométrie conique nous permettra-
t-elle de saisir quelque chose sur ce
petit « différentiel » T ,, ? Nous avons
annoncé plus haut que la « hauteur
h doit étre, d'une maniere ou d’'une
autre, exprimable en fonction des
aires triangulaires T, T, etT». 1l
est temps maintenant de tenir cette
promesse.

Une proposition
élémentaire de la
géométrie descriptive

Ceux qui ont été éduqués dans la
culture géométrique de Fermat, De-
sargues, Monge, Carnot et Poncelet
ne rencontreront aucune difficulté
dans ce qui suit. Mais la plupart d’en-
tre nous (y compris, accessoirement,
l'auteur de ces lignes), lorsqu’ils
finissent leurs études, sont des anal-
phabeétes en matiere de géométrie.

Ce probleme peut cependant étre
surmonté avec un peu de courage.

Rappelez-vous comment nous
avons utilisé les aires triangulaires
T,, T,, et T, pour mesurer les rela-
tions entre la position de Céres P,
et P, P,, comme combinaison de
déplacements le long des axes OP, et
OP.. Nous touchons, al’évidence, un
probleme de géométrie relatif a un
domaine plus général.

La nature de la relation que nous
cherchons ici devient plus claire, si
nous laissons provisoirement les
observations de Piazzi de co6té et si,
a la place, nous examinons le cas
hypothétique ou P, P, et P, seraient
beaucoup plus espacés — disons, par
exemple, qu’ils forment des angles
a peu pres égaux (c’est-a-dire de



120°) en O (Figure 13.5). Nous avons
alors dans ce cas un triangle P PP,
dans le plan horizontal qui contient
le point O et qui est divisé suivant
les lignes radiales OP, OP,, OP, en
trois triangles plus petits T ,, T,, et
T,,. Au-dessus du triangle P PP,
se trouve le triangle U U,U, qui se
projette exactement sur celui-la. Le
deuxieme triangle repose en quelque
sorte sur des « pilotis » au-dessus du
premier. Ces pilotis sont les segments
verticaux P U, P,U, et P,U, dont les
longueurs sonth , h, eth,. Le pointV
se trouve a l’endroit o1 ]’axe du cone
traverse le triangle U U,U,. Comment
la hauteur de V dépend-elle des hau-
teurs h , h, et h, ? C’est un probleme
plus simple pour celui qui a un peu
de culture en géométrie synthétique
que pour celui qui est passé par les
manuels cartésiens de « géométrie
analytique » utilisés habituellement
dans les écoles et les universités.
L'approche préconisée ici est aux
antipodes de celle des « coordon-
nées cartésiennes ». Ne voyez pas le
réseau de positions et 'organisation
de ’espace en général comme une
entité statique et morte. Pensez au
contraire en termes physiques ; pen-
sez en termes de changement, de dé-
placement, de travail. Par exemple :
qu’arriverait-il a la hauteur de V, si
nous changions la hauteur de I'un
des points U, U, ou U, ?

Supposez, par exemple, que nous
laissions U, et U, fixes et que nous éle-
vionsla hauteur de U, d’'une certaine
quantité arbitraire d lelong de la ver-

Figure 13.6. Déplacez le plan des points U de U
vers U’, de maniére a générer V'. Quelle est la
relation fonctionnelle entre les segments UU’

etvv’ ?

ticale jusqu’a une nouvelle position
U’, (Figure 13.6). Le nouveau triangle
U’ U,U, rencontrel’axe du cone en un
pointV’ plus élevé que V. Notre travail
immédiat va étre de caractériser la
relation fonctionnelle entre les seg-
ments paralleles VV’ et U U’,.

Les deux triangles U U,U, et
U’ U,U, ont un c6té commun, U,U,,
et constituent une figure en forme
de cale. Coupez cette figure par un
plan vertical passant par les segments
VV’etU U’ Lintersection contientle
segment U U’ et les droites passant
par U, etV, d'une part, et U’ et V,
d’autre part, pour se croiser en un
point M se trouvant lui-méme sur
le segment U,U,.
Deux triangles sont
formés dans ce plan
vertical a partir
de ces sommets:
U MU’ et le sous-
triangle VMV’. Etant
donné que VV’ est
parallele a U U’ ,
ces deux triangles
sont similaires.

Le rapport de
similarité de ces
triangles détermine
une relation d’un
intérét immédiat
pour nous puisqu'’il
s’agit de celle entre
le changement de
hauteur de V (la
longueur VV’) et
le changement de
hauteur de U, (la
longueur U, U’ ).

1

Figure 13.5.
Quelle est la
dépendance
de Ven
fonction des
hauteurs h,,
h, et h, qui
sont elles-
mémes fonc-
tions de la
position du
plan passant
par U,, U, et
u,?

Pour déterminer le rapport de
similarité entre les triangles, il nous
suffit d’établir la proportionnalité
entre une paire quelconque de cotés
correspondants. Considérez le rap-
portMV :MU , c’est-a-dire le rapport
par lequel V divise le segment MU1.
Cerapportreste inchangélorsquel’on
projette le segment surle planP P_P..
Suivant cette projection, U, se pro-
jetteenP,Ven O et M enun point N
sur la droite P,P,.

Notre probleme se rameéne a
déterminer le rapport par lequel O
divise le segment NP, - ce dernier
étant I'image projetée du segment
MU,. C’est tres simple ! Voyez PP,
comme la base du triangle P P,P,
(Figure 13.7). Tracez une droite
parallele a P,P, passant par P. La
distance séparant cette droite de
P,P_ est appelée hauteur du triangle
P PP, dontle produit parlabase P,P,
est égal a deux fois I'aire du triangle
T,,,. Tracez ensuite la parallele a PP,
passant par le point O. L'espace entre
cette droite et PP, est la hauteur du
triangle OP,P,, dont le produit par la
base P,P, est égal a deux fois I'aire du
triangle T,,.

Ainsi, le rapport des distances
entre la premiere et la deuxieme de
ces droites et entre la premiere et
la troisieme — c’est-a-dire des dis-
tances entre PP, et chacune de ses
deux paralleles — est équivalent au
rapport entre T, et T ,.. Cependant,
lerapport des distances entre ces pa-
ralleles se retrouve dans la proportion
entre les segments formés par n'im-
porte quelle droite coupant les trois
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autres. Sil’on prend, par exemple, la
ligne passant par O et P, (qui croise
P,P, en N), on trouve :

NO:NP=.T,.T ,..

Par « projection inverse », laméme
chose reste vraie pour le rapport de
MV et MU , ainsi que, par similarité,
pour le rapport entre VV’ et U U’,.

Notre travail est essentiellement
terminé. Nous avons trouvé que
lorsque la hauteur de U, varie d'une
certaine quantité « d », la hauteur de
Vvarie d'une quantité dont le rapport
adestceluideT, aT,,,. En d’autres
termes, la variation dela hauteur deV
seradedx (T, /T ,), ouencore:

T ,,xvariation delahauteurdeV=T,,
x variation de la hauteur de U .

a)

v

Figure 13.7.

La division du
segment NP,
par le point

O est pro-
portionnelle
au rapport
des aires des
triangles T,, et
T

123°

Que se passe-t-il alors si nous re-
partons d’'une situation ou toutes les
hauteurs sont égales a zéro et si nous
élevons les trois sommets en méme
temps des hauteurs respectivesh , h,
et h, 2 Elever U, de h, provoque une
élévation de V de l'altitude zéro jus-
quah x (T, /T,). Sil'on applique
ensuite le méme raisonnement a U,
plutét qu’a U, on trouve qu’élever
U, de la hauteur h, va produire une
élévation supplémentaire de V d'une
quantité h, x (T, /T ,.).

Si I'on éleve finalement U, de la
hauteur h,, on éleve V d'une quan-
tité supplémentaire h,x (T,/ T ).
La hauteur finale h de V sera donc
égalea [h x (T, /T )l + [h,x(T,/T

P4

Figure 13.8. a) Relation fonctionnelle entre les segments UU’ et VV’

dans le cas ou O se trouve a I’extérieur du triangle T

125~ D) Dans le cas

précédent, Iaire triangulaire T, était externe a T,, et T,,. c) Les aires

T

12

T,, et T,, dans la nouvelle configuration. d) Conversion géométri-

que entre les deux cas, dans un processus ou I’orientation du triangle

T,, est renversée.
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L]+, x (T, /T,)] ou, en d’autres
termes, hxT . =h xT, +h,xT +
h,xT,,.

Tout cela s’applique pour le cas
ot les point P, P, et P, sont séparés
par des angles suffisamment grands
pour que O soit al'intérieur du trian-
gleP PP, (=T ,,). Dansle casréel qui
nous concerne ici, le triangle T ,, est
tres petit et O se trouve a I'extérieur
de celui-ci (Figure 13.8a). Néanmoins,
il n’est pas tres difficile de constater
—etlelecteur devrait le vérifier a titre
d’exercice —que rien n’est essentielle-
ment changé dans I'élaboration des
relations, en dehors d'un point élé-
mentaire d’ analysis situs. Nous avons
pris soin de vérifier qu’il y avait un
ordre consistant dans les sommets
et les triangles, correspondant a une
rotation autour du point O dans la di-
rection du mouvement de la planete.
Dans ce contexte, « T, » désignait un
triangle dont ’angle en O est I'angle
balayé selon une rotation continue de
P, vers P, (Figure 13.8b). Dans le cas
qui nous occupe ici, O se trouvant a
I'extérieur du triangle P PP, et les
déplacements de P, aP,etde P,a P,
étant tres petits, I'angle de cette ro-
tation est presque égal a 360° (Figu-
re 13.8c). Formulé plus simplement,
on peut dire que le triangle résultant

Py
» P,
Py
b)
P3
o
P,
c) Py
P3
o(s
Py
d) i



de la rotation OP P, estle méme que
OP.P, etles aires T , et T,, désignent
la méme figure — cependant, leurs
orientations sont différentes.
Comme Gauss le fait remarquer
dans ses discussions sur I'analysis si-
tus dela géométrie élémentaire, notre
estimation des aires doit prendre en
compte les différences d’orientation,
donclavaleur aassigneraT,, doit étre
la méme qu’a T,, en valeur absolue
mais opposée en signe. En d’autres
termes, T, =-T, . Si'on examine les

constructions définissant la dépen-
dance fonctionnelle entreh eth , h,,
h,, dans le cas ou l'angle de P, a P,
est supérieur a 180°, nous constatons
que ce changement de signe est néces-
saire pour donner la valeur correcte
de la contribution de la hauteur de
U, ala hauteur de 'V, c’est-a-dire h, x
-(T,/ T,,,). En fait, si nous élevons
U,, la hauteur de V est réduite. En
conséquence, la relation des aires et
des hauteurs dans le cas de nos trois
positions de Céres prend la forme

suivante : hx T, =
(h,xT,) - (h,xT )+ (h,xT,);
ou encore :

(hux Tas)- the X Tus)+ (s x Tz}

h

Tes=

C’est un point de départ pour éva-
luer la « différentielle triangulaire »
T ,, qui mesure l'effet de la courbure
d’espace-temps dans le petit.

APPENDICE : L’ELLIPSE EN TANT QUE PROJECTION CONIQUE

Les relations harmoniques sous-jacentes dans une ellipse deviennent plus intelligibles si nous concevons 'ellipse comme
une sorte d’'ombre ou de projection, provenant d’'une géomeétrie conique supérieure. Les conséquences de cela sont déve-
loppées dans la section 12. Nous nous contentons ici de présenter les éléments de base de la construction géométrique

en question.

a) Etant donnés un plan horizontal
et un point f sur ce plan, consi-
dérons I’axe vertical passant par

f et le cone de révolution autour
de cet axe, de sommet f, et dont
I’angle au sommet est de 90°.
Notons la caractéristique cruciale
de la relation entre le cone et le
plan horizontal : pour tout point q
du plan, la distance d de f a q est
égale a la « hauteur » h du point Q
se trouvant a la verticale de q sur
le cone.

=

axe vertical

b) Si on coupe le cone avec un
plan, on crée une section coni-
que. Pour le cas qui hous inté-
resse ici, on considére que le
plan forme un angle de plus de
45° avec I'axe vertical : la section
conique est donc une ellipse.
Projetons ensuite cette ellipse
verticalement sur le plan hori-
zontal. On obtient, comme nous
allons le voir ci-apres, une ellipse
dont f est un foyer.
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c) Pour comprendre les relations

ainsi créées, examinons la pro-

jection de la figure précédente sur

un plan vertical passant par I’axe

vertical et le grand axe des deux

ellipses. Ce plan est perpendic-

ulaire au plan qui coupe le c6ne v
ainsi qu’au plan horizontal.

On peut constater que le segment
fV est égal au segment D [voir la
figure (I), appendice, Fusion n°75],
qui définit le demi-parameétre de
I’ellipse projetée. (En effet, le p f a plan horizontal
point g du segment D sur I'ellipse
coincide avec la position de f
quand I’ellipse est vue en éléva-
tion perpendiculairement a son
grand axe ; le point Q du cone au-dessus de q coincide avec V, et sa hauteur, qui est égale a D, coincide
avec fV.) Ceux qui sont habiles en géométrie pourront facilement calculer la longueur fV en fonction de o et
B a partir du diagramme.

Le résultat est fV = 203 / (o + B), ce qui confirme I'expression du demi-paramétre que nous avons trouvé
d’une autre maniére a la figure (I).

plan de coupe

Vue en élévation

d) Double projection conique.

L’ellipse formée a partir de la

section du c6ne par un plan, peut

étre également réalisée a partir

de I’'intersection de ce cone avec ‘A
un autre cone, congruent avec

le premier mais orienté en sens

inverse, dont I’axe serait une li-

gne verticale passant par le point 0
f’ symétrique de f par rapport au :

point milieu m de I’ellipse pro-

jetée. v

e) Si I’on observe en élévation

cette construction « a deux c6-

nes », comme précédemment, on o B second

peut voir pourquoi les points f et ——*————"—— plan horizontal
f’ correspondant aux points som-

mets des cones, coincident avec i
les foyers de I’ellipse. Prenons q

un point arbitraire du périmeétre

de I’ellipse projetée et Q le point

correspondant sur la section Q
conique. Alors, en vertu de la

symétrie de la construction et de &
la relation entre les « hauteurs »
et les distances aux points f et

f’, Qq et Qq’ sont respectivement
équivalents aux distances réelles
entre q et f, f’ (c’est-a-dire les
distances réelles dans le plan de
Iellipse projetée, et non celles en élévation). Du fait que la distance entre les deux plans horizontaux est
constante, Qq + Qq’ est constante, et est égale, par conséquent, a la somme des distances df et gf’.

[ Y [ ——

q fmf P plan horizontal
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