Probleme 1

Le but de ce probléme est I'étude de quelquesfipis des fonctions numérique®ts de
la variable réellex définies sur R respectivement par :

X 4 @ X X _ 4—X
c(x):% et s(x):l.

Les trois parties de ce probleme peuvent étreéggiindépendamment l'une de l'autre.

Partie |

Majorations, minorations, encadrements

1. Calculerc (0) ets (0) ; donner une valeur approchéecd@) et des (1) & 10° prés.
2. Démontrer que la fonctianest paire et que la fonctigrest impaire.
3.
3.1. Justifier que, pour tout réelon a :
¢ [cP-[sm*=1;
¢ c(x)>1.
3.2. Vérifier que, pour tout réglpositif, on a :

0<s(X) <c(x).

4.1. Justifier que les fonctionset s sont dérivables sur R ; déterminer les fonctions
dérivées correspondantes.

4.2. Dresser le tableau de variation de chacunéodesonsc ets.

4.3. Tracer les courbes représentatives des farsctioet s dans un méme repeére

orthonormal du plan d’unité graphique 1cm.

5.1. Démontrer que, pour tout régbositif, on a :
X <S(X).

5.2. En déduire les inégalités suivantes pourr@elix positif :

2
X e

X3
. x+€ <s(X).



6.1. Démontrer que, pour tout réetompris entre O et 1, on a :
¢ s(¥)<2x;
¢ c(¥)<1+x2

6.2. En déduire les inégalités suivantes pourrn@eltx compris entre O et 1 :

3
X

¢ S(X) <X+ —;
(x) < 3

2 X4

. c(x)<1+X— + —.
2 12

6.3. Justifier que, pour tout réetompris entre 0O et 1, on a :

X2 1
0<c(x)— (1+—)SE

Qu'en est-il pous (x) ?

Partie Il
Vers une approximation de la fonctionc par des fonctions polynémes
1. Démontrer, a I'aide d’une intégration par partigue pour tout rée| on a :
cx=1+ jox(x—t) c(t)dt.
En déduire que, pour tout réelon a :
cw=1+3 4+’ x=t° t) c(t)dt.

2. Démontrer que, pour tout réella relation suivante est satisfaite pour touiezmt

strictement positif :

n X(X_t)2n+1

c(X) = Z ! jomc(t)dt.

Un nombre réel strictement positif a étant donmécloerche, dans la suite de cette partie, a

O aX
montrer que @) = 1+ lim :
n- oo kZ:;‘ (2k)!
3. Démontrer que pour tout entiestrictement positif, on a :
_+\2n+l 2n+2
[ 2@ hydt <2 cqa).
0 (2n+1)! (2n+2)!



2n

4. On notev, = 2n) oun est un entier strictement positif.
n)!
4.1. Prouver qu'il existe un entiBrtel que pour tout entiersupérieur ou égalld, on a :
Vi < E
v, 2

n

4.2. Démontrer que pour tout entiesupérieur ou égali, on a :

Vn S 2n—N

VN.
4.3. Démontrer que la suite,),on converge et préciser sa limite.

5. On considére la suite de réels){;n définie par :

¢ UW=1;

n a2k

< (2K

¢ pour tout entien strictement positify, = 1 +

Démontrer que la suitel{),on converge vers (a).

Partie Il

Les fonctionsc ets et I'hyperbole

On admettra que si une fonction continue sur liivédle [1; +o est monotone ou

strictement monotone sur l'intervallé ; +oo[, il en est de méme sur l'intervalle ; +oof.

Le planétant mund’un repereorthonormalO ;f ]) on considere la courb&t d’équation

X -y?P=1.

On notec” I'ensemble des points d&€ admettant des coordonnéesty positives.

1. Justifier que la courbe’© * est la courbe représentative dans le repéref((}) de la

fonction f qui & tout réek de l'intervalle [1 ; +o[ associey x? —1.

2. Démontrer que la droite d’équatipr x est asymptote a la courbeéc ™.

3. Démontrer que la courlig® peut étre obtenue a partir de la cour8” par des symétries

gue I'on précisera.

4. Tracer la courbesC dans le repeére (Of;, ] ).



Un nombre réel positif a étant donné, on cherclamsda suite de cette partie, a montrer que
les coordonnées du poilt de ¢~ tel que I'aire hachurée représentée ci-dessouségle

a 2a sont (c(a), s(a)).

0.5

5. On note :
¢ F la primitive de la fonctiori : x — +/x? -1 définie sur l'intervalle [1 ; <[ et nulle

enl;
¢ A lafonction qui a tout réed supérieur ou égal a 1 associe l'aire de la pada@hurée
représentée ci-dessus et correspondant au poiraddaissex de la courbeyc * ;

¢ glafonction numérique de variable réetldéfinie sur l'intervalle [1 ; e[ par :

VX -1

g(x)=XT—F(x).

5.1. Justifier la relation suivante, pour tout réslipérieur ou égala 1 :
A =49(X.
5.2. Démontrer que la fonctiofl est strictement croissante sur l'intervalle [®of .+

5.3. Justifier I'inégalité suivante, pour tout r&edtrictement supérieur a 1 :

1
"X) > —.
@J()_Z)<

5.4. Déduire de ce qui précede :

¢ limgX)=+o;

X — +00
¢ Quel que soit le réel positif, il existe un unique rég} supérieur ou égal a 1
tel que :
A (%) = 2a.



6. Soientf = I—Z etj =

Pour tout point M du plan de coordonnérsy] dans le repere (d;, I ), on note X, Y) ses

coordonnées dans le repére (10, ).

6.1. Prouver que (Of; , 3 ) est un repére orthonormal du plan.

6.2. Exprimelx ety en fonction deX et.
6.3. En déduire que, dans le repere EQE), o€ est la courbe représentative de la

fonctionh : X Hi, définie sur R*.

7. On note A le point de coordonnées (1, 0) damegére (O ; , I )-
7.1. Quelles sont les coordonnées du point A dansgdére (OE 3 )?
7.2. Tracer la courbesC, le point A, la droite (Of ) et représenter la partie hachurée

précédente dans le repere (bj ).
7.3. Calculer I'aireA (c(a)) en fonction de.

7.4. Conclure.



